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Metoda robnih elementov za hitrostno vrtinéno
formulacijo simulacije velikih vrtincev

Povzetek: V delu se posve¢amo uporabi metode robnih elementov (BEM) za resevanje
toka nestisljive viskozne Newtonske tekoCine z uporabo hitrostno vrtinéne formulacije
Navier-Stokesovih ena¢b. ReSujemo sistem nelinearnih enac¢b za simulacijo turbulentnega
toka, ki izvira iz simulacije velikih vrtincev. Enacba kinematike, ki je Poissonovega tipa,
povezuje filtrirano hitrostno in vrtinéno polje. Prenos vrtincnosti stran od sten, kjer
nastaja, opisuje difuzivno advektivna ena¢ba. Z vzgonskim ¢lenom je povezana z difuzivno
konvektivno energijsko enacbo.

Raziskovalci so Ze pokazali, da lahko laminarni tok viskozne tekocine simuliramo z
BEM. Glavna pomanjkljivost te metode je zahteva po shranjevanju velikih, nesimetri¢nih,
polnih matrik integralov, ki izvirajo iz integralskega zapisa enacb. Ker imajo enacba
kinematike in obe prenosni enacbi prispevek iz obmocja, moramo diskretizirati ne samo
rob, ampak celotno obmocje. To pa pomeni, da je potrebno shranjevati veliko Stevilo
integralov. Velikost matrik z izracunanimi integrali raste s kvadratom Stevila vozlis¢ v
mrezi. Ta pogoj odloc¢ilno omejuje velikost mreze.

V disertaciji smo razvili kombinirano metodo, ki jo odlikuje zmanjSana potreba po
spominu in natanc¢nost enakega reda. Rob obmocja izracunamo iz enacbe kinematike z
metodo robnih elementov, pri kateri s pomocjo valéne transformacije stisnemo matrike
integralov. V ta namen smo razvili diskretno valéno transformacijo za vektorje poljubnih
dolzin. Z znanim robom nam ostane problem Dirichletovega tipa za notranjost, kar resu-
jemo z metodo konc¢nih elementov. Razvita metoda omogoca izvajanje simulacije velikih
vrtincev z do 2 - 10° vozliséi na Gb racunalniSkega spomina. Natanc¢nost metode smo
potrdili na analiti¢nih in laminarnih primerih s preverjenimi reSitvami, kot so naravna
konvekcija v kotanji, tok v gnani kotanji, tok preko stopnice in tok preko cilindra.

Metodo smo uporabili za ravninsko simulacijo velikih vrtincev v hitrostno vrtinéni
formulaciji. Uporabili smo enstrofijski podmrezni model z duSenjem ob stenah. Simulirali
smo turbulentno naravno konvekcijo v diferencialno greti kotanji pri visokem temperatur-
nem gradientu. Drug primer pa je tok preko plitve kotanje z gretim dnom pri visokem
Reynoldsovem Stevilu.
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Boundary element Method for Velocity Vorticity
based Large Eddy Simulation

Abstract: This work focuses on the use of the boundary element method (BEM) for
solving incompressible Newtonian viscous fluid flow problems, using the velocity-vorticity
formulation of the Navier-Stokes equations. Solution is obtained by solving the nonlinear
system of equations, resulting from the large eddy simulation approach for turbulence
modelling. A Poisson type kinematics equation relates the filtered velocity and vorticity
fields, while diffusion advection type kinetic vorticity transport equation describes the
transport of vorticity from the walls, where it is generated, throughout the flow field. The
vorticity transport equation is, through the buoyancy term, connected with the diffusion
convection equation for energy transport.

It has already been shown, that laminar viscous flow can be adequately simulated
by BEM. The main drawback of the method is the need to store non-symmetrical fully
populated matrices of integrals, arising from the integral representations of equations.
Since the kinematics, as well as the kinetics equation, have a domain contribution, the
domain must also be discretizied and the resulting boundary-domain integral method
must store a large number of integrals. The size of matrices of integrals grows with the
number of nodes in the mesh squared. This requirement severely limits the mesh size.

We are proposing a combined method with decreased storage requirements and similar
accuracy. The kinematics equation is solved for the boundary values by BEM with the
large integrals matrices compressed with wavelets. The Haar wavelet transform for vectors
of arbitrary length, which was developed for this purpose, is used. With the boundary
known, we have a Dirichlet type problem for the kinetics equation, which we solve by the
finite element method. The proposed method enables simulation of flow with meshes up
to 2 - 10° per Gb. We have been able to confirm the accuracy of the proposed method
on laminar benchmark examples such as natural convection in a cavity, lid driven cavity,
backward-facing step flow and flow over a cylinder. In order to make use of the wavelet
transform compression, a parallel wavelet compression algorithm has been developed with
automatic determination of the optimal compression ratio.

The method has been used to simulate a planar LES in velocity vorticity formulation.
We used an enstrophy based subgrid scale model with damping in vicinity of walls to
obtain a closed system of equations. We simulated turbulent natural convection in a di-
fferentially heated cavity at high temperature gradient. The second example investigated
was the flow over a shallow cavity with heated bottom at high Reynolds number.
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Pullin & Saffman [91]

"Turbulence in real world is almost invariably three-dimensional and can
be studied by experiment. Two-dimensional turbulence is a consequence
of the construction of large computers. Nevertheless, it is an important

research field."

D. Pruett [90]

"A failure to non-dimensionalize lies in the root of many ills in the con-

ventional practise of LES."
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Poglavje 1
Uvod

V zadnji polovici stoletja je prislo do bistvenega razkoraka s preteklostjo. Vsak izmed
nas je odvisen od tehnologije za vzdrZzevanje naSega nacina zivljenja, morda celo Zivljenja
nasploh. Dandanes se narodi in velike korporacije lotevajo projektov, katerih velikost in
kompleksnost presega sanje prejSnje generacije. Rutinsko uporabljamo naprave, katere
nasi stari starsi primerjajo s ¢udezi. Hkrati od trga zahtevamo izdelke z vedno boljsim
izkoristkom, uporabnostjo in varnostjo za manjsi strosek, kar zahteva napredek na vseh
podrocjih znanosti in tehnologije.

Preteklim generacijam je zadostoval proces razvoja s posku$anjem in uc¢enjem na na-
pakah. Glede na zapletenost, velikost in ceno danasnjih naprav, je razvoj z izdelavo in
preizkusanjem pomanjSanih modelov nemogo¢. PreizkuSanje in ucenje na pravi napravi
je velikokrat predrago, vzame prevec Casa in je prevec zapleteno, da bi bilo prakti¢no. Po-
treba po napovedovanju delovanja naprav in moznost izboljSav delovanja za zagotavljanje
varnosti, kvalitete in cene je postala klju¢na za uspes$no industrijsko proizvodnjo. Zaradi
teh zahtev so raziskave in razvoj na podroc¢ju matematicnega modeliranja tako nujne.

Tocen opis in napovedovanje pojava turbulentnega toka je ena izmed prioritet med
inZenirji in geofiziki (Hértel, [49]). Razlog za to je preprost. Tok je turbulenten v sko-
raj vseh prakti¢nih primerih in moc¢no vpliva na globalne znacilnosti pojava, kot so na
primer trenje na stenah, prenos toplote, disperzija onesnazeval v toku, potek zgorevalnih
procesov, itd. Do danes ni bila odkrita nobena teorija, ki bi napovedovala obnasanje tako
raznolikih turbulentnih tokov, zato ve¢ino turbulentnih tokov obravnavamo na osnovi
teoreti¢nih in numeri¢nih priblizkov.

Splosno je znano in sprejeto, da fiziko laminarnih in turbulentnih tokov opisujejo
Navier!'-Stokesove? (Stokes [116]) enacbe. Analiti¢ne regitve teh ena¢b obstajajo samo
za posamezne preproste primere. V praksi jih reSujemo zgolj z numeri¢nimi metodami.
Medtem ko je numeri¢na simulacija laminarnih tokov bolj ali manj enostavna, je nume-
ri¢na obravnava tudi najpreprostejsih turbulentnih tokov zelo tezavna. Primarni razlog
za to je nelinearni zna¢aj Navier-Stokesovih enacb, ki v turbulentnem toku omogoca zelo

LClaude-Louis Navier (1785-1836), francoski inZenir in fizik
2George Gabriel Stokes (1819-1903), anglegko-irski matematik in fizik



2 1 Uvod

Sirok razpon prostorskih in ¢asovnih struktur. Robni pogoji in geometrija toka direktno
vplivajo na najvecje strukture. Njihova oblika se vzdolz toka lahko mo¢no spreminja. Te
najvecje strukture so odgovorne za levji delez turbulentne difuzije, ker nosijo ve¢ino turbu-
lentne kineti¢ne energije. Na drugi strani so najmanjSe strukture odgovorne za disipacijo
kineticne energije toka. Z numeri¢no simulacijo moramo zajeti oba dela, tako difuzijo
najvecjih struktur kot disipacijo zaradi manjsih struktur, ¢e Zelimo, da bo numeri¢na
simulacija podala fizikalno opravicljive rezultate.

1.1 Opis problematike in stanja v svetu

Za uspes$no simulacijo turbulentnega toka moramo zajeti vse strukture v toku, od naj-
manjsih do najve¢jih. Tak pristop imenujemo direktna numeri¢na simulacija (DNS -
Direct Numerical Simulation). Stevilo mreznih tocCk, ki so potrebne za razlocitev vseh
struktur, doloc¢a razmerje velikosti velikih vrtincev, ki so nosilci vecine energije, in naj-
manjSih vrtincev, ki so odgovorni za disipacijo. Zahtevana racunalniSka moc¢ je s tem
direktno odvisna od tega razmerja. Zal je razmerje med najvedjimi in najmanjsimi struk-
turami v turbulentnem toku zelo hitro rasto¢a funkcija Reynoldsovega3
kakor tudi v bliznji prihodnosti, je uporaba DNS omejena na tokove pri ne previsokih
Reynoldsovih §tevilih in v preprostih geometrijah. Uporablja se v glavnem za raziskave
fizike toka, manj pa je uporabna v industriji.

Stevila. Danes,

Eden izmed prvih mejnikov uporabe direktne numeri¢ne simulacije turbulentnih tokov
je bilo delo Kima in sodelavcev [59], ki so spektralno metodo (odvode po kraju so razvili
v Fouriereve vrste, oziroma v vrste po Cebisovih polinomih) uporabili za simulacijo toka
v kanalu pri Re = 3200. Kasneje so se raziskovalci posvetili razli¢nim preprostim oblikam
tokov, kot na primer simulacije homogene izotropne turbulence (Vincent in Meneguzzi
[135], O’Neill in Soria [83]), kjer so raziskovalci ugotovili organizacijo vrtin¢nih struktur
v cevaste strukture velikih dolZin s premerom samo nekaj Kolmogorovih* dol#in. Veliko
pozornosti je posveceno tudi Studiju pojava, ki nastane na stiku med dvema tekoc¢inama
z razlinima hitrostima ali razli¢nima gostotama. Lesieur et al. |[66] ter Moser in Rogers
[77] so pokazali, da je parjenje vrtincev en izmed moznih zaletkov prehoda v turbulentni
rezim toka. Veliko zanimanje je bilo izkazano tudi za §tudij turbulentnega toka v curku
(Mathew in Basu [74]). Med geometri¢no zahtevnejsimi primeri sta najbolj priljubljena
turbulenten tok preko stopnice (Le et al. [65]) in tok v cevi z nenadno razsiritvijo (Wagner
in Friedrich [137]). Posebno vlogo imajo tudi simulacije turbulentnih tokov preko togih
teles. Te izvirajo predvsem iz letalske industrije (Shan et al. [110], Breuer [11]).

Uporaba rezultatov direktnih numeri¢nih simulacij nam omogoca razvoj in preverjanje
razli¢nih fizikalnih modelov in numeri¢nih shem, hkrati pa omogoca tudi Studij fizike
in pojavov v toku. Soldati s sodelavci [115, 18| uspe$no uporablja rezultate DNS za
raziskavo obnasanja delcev v turbulentnem toku. Raziskave in razvoj na podrocju direktne

30sborne Reynolds (1842-1912), irski inZenir
4 Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987), ruski matematik
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1.1. Opis problematike in stanja v svetu 3

numeri¢ne simulacije so izredno raznolike, kar se odraza v velikem Stevilu preglednih
¢lankov (Friedrich et al. [37]).

Za nafrtovanje naprav nas najveckrat ne zanima ¢asovno odvisno tokovno polje. Veli-
kokrat zadostujejo samo povprec¢ne veli¢ine. Reynolds je predlagal statisti¢ni opis turbu-
lentnega toka s tem, da predstavimo poljubno tokovno polje z njegovo ¢asovno povprecno
vrednostjo in odmikom od povprecne vrednosti. Ko tak nastavek uporabimo v Navier-
Stokesovih ena¢bah, dobimo t.i. Reynoldsove povprecene Navier-Stokesove (RANS - Re-
ynolds Averaged Navier-Stokes) enatbe. Sistem ena¢b RANS je odprt, ker poleg pov-
precnih velic¢in, ki jih Zelimo simulirati, vsebuje tudi korelacije oscilirajo¢ih komponent
polj, ki jih moramo modelirati s turbulentnimi modeli. Ti temeljijo na predpostavkah
in empiri¢nih podatkih. Poznamo modele ni¢tega reda, enoenacbne modele, dvoenacbne
modele in druge. ReSevanje RANS enacb je prisotno Ze ve¢ desetletij in je, navkljub zna-
nim pomanjkljivostim turbulentnih modelov (Hanjali¢ [48]), postalo inZenirski standard.
Vgrajeno je v vse komercialno dostopne programske pakete (glej na primer CFX [1]) in se
vsakodnevno uporablja za na¢rtovanje naprav. Odlikuje ga predvsem preprostost uporabe
in zmerne zahteve po racunskem casu in rac¢unalniski opremi.

Poznamo tudi ve¢ pojavov, ki so sami po sebi ¢asovno odvisni. Na primer, trganje
vrtincev za togim telesom pri vi§jih Reynoldsovih Stevilih je izrazito ¢asovno odvisen
pojav. Za pravilno napovedovanje koeficientov upora in dinami¢nega vzgona je potrebno
izvesti ¢asovno odvisno simulacijo. V RANS enac¢bah ohranimo parcialni odvod po ¢asu in
s tem pridemo do nestacionarne RANS simulacije (unsteady RANS oziroma URANS). Z
URANS simulacijo dobimo na relativno redkih ra¢unskih mrezah ¢asovno odvisne ¢asovno
povprecne veli¢ine v tokovnem polju.

Na eni strani imamo torej DNS simulacijo, ki ima izjemne potrebe po ra¢unski moci
in jo danes uporabljamo samo v raziskovalne namene, na drugi pa RANS simulacijo, ki se
dnevno uporablja v inZenirstvu. Zelja po izboljSanju natan¢nosti napovedi RANS simu-
lacij in priblizevanju natanc¢nosti DNS je privedla do razvoja simulacije velikih vrtincev
(LES - Large Eddy Simulation). Pri LES ¢asovno odvisne Navier-Stokesove enacbe filtri-
ramo s krajevnim filtrom. Ostanejo veliki vrtnici, ki jih simuliramo, najmanjSe vrtince
pa filter izloc¢i. Njihov vpliv na tok je predvsem energijski. Odgovorni so za disipacijo
energije in na tak nacin jih tudi modeliramo. Podmreznih modelov, s katerimi opiSemo
delovanje najmanjsih struktur v toku, je ve¢. Najbolj znan in najpogosteje uporabljan
je model Smagorinskega [113] in njegova dinami¢na izpeljanka (Germano [41], Lilly [68]).
Ker najmanjsih vrtincev ni potrebno simulirati, ne potrebujemo tako goste mreze kot pri
izracunih DNS. Kljub temu mora biti mreza $e vedno zelo gosta, saj moramo simulirati vr-
tince, ki nosijo ve¢ino kineti¢ne energije. Hkrati moramo uporabiti ustrezen, zelo majhen
casovni korak, ki omogoca zadovoljiv opis sprememb v toku. Ker je potrebno simulirati
veliko Stevilo ¢asovnih korakov, da dobimo statisti¢no reprezentativen vzorec, in ker je
mreza $e vedno relativno gosta, je racunska zahtevnost LES simulacij neprimerno vecja
od zahtevnosti RANS simulacij. LES simulacije si zato pocasi z naras¢ajoco rac¢unsko
mocjo utirajo pot do inZenirskih aplikacij.
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V zadnjem ¢asu najdemo v literaturi zelo veliko LES ¢lankov. Prve LES simulacije ho-
mogene izotropne turbulence so izvedli konec sedemdesetih let prejsnjega stoletja (Chollet
in Lesieur [21]). Razvoj turbulentnega toka v kanalu je eden najbolj raziskanih primerov,
na katerem se delajo Studije uporabnosti razli¢nih podmreznih modelov (Moin in Kim
[76], Piomelli [87]). Simulirajo tudi curke (Ollson in Fuchs [80]), tok preko stopnice (Frie-
drich in Arnal [36]) in tokove preko togih teles: valja (Breuer [10, 9], Selvam [109], Frélich
in Rodi [38]), kvadra (Rodi [102]|, Kim et al. [58], Bouris in Bergeles [5]), nagnjene plosce
(Breuer in Jovi¢i¢ [12], Breuer et al. [13]). Prav tako je zanimiva turbulentna naravna
konvekcija (Xin in Le Quéré [144]).

Dandanes se LES v industriji §e ne uporablja mnoZi¢no. Po nekaterih napovedih bo
rac¢unska moc¢ Sele ¢ez dve desetletji dovolj moc¢na za izvedbo LES v vsakdanji inZenirski
praksi. Ne glede na to se LES uporablja pri simulacijah delovanja in nesre¢ v jedrskih
elektrarnah (Horvat [51]). Letalska (Saulinez et al. [107]) in avtomobilska industrija LES
uporabljata predvsem za aerodinamicne in akusti¢ne preracune.

Potrebna gostota racunske mreze za LES naraséa z Re®* v obmocju dale¢ od trdnih
sten, in z Re'® ob trdnih stenah (Hanjali¢ [48]). Za razliko, moramo RANS mre7o zgostiti
samo ob trdnih stenah, kjer gostota narasc¢a z In Re. Z inZenirskega stalis¢a se sama po
sebi ponuja moznost kombinacije obeh metod. Te t.i. hibridne RANS/LES metode lahko
razvrstimo v dve kategoriji.

V prvi kategoriji obmocje razdelimo na dele, na katerih ra¢unamo z RANS in na
dele, kjer izvajamo LES simulacijo. Lep industrijski primer take raziskave je vrednotenje
hrupa za avtomobilskim ogledalom. Obmocje okoli ogledala resujemo z LES. To nam poda
nihanje tlaka, ki ga potrebujemo za modeliranje razsirjanja zvoka. Tok preko ostalega dela
vozila pa modeliramo z RANS. Pri tem pristopu je najvecja tezava modeliranje meje med
obmocdjema in dolo¢itev robnih pogojev za LES iz RANS rezultatov.

V drugo kategorijo uvrs§¢amo simulacije celega obmocja z enakim podmreznim mode-
lom, ki deluje kot RANS v bliZini sten in kot LES podmrezni model vstran od sten. V tej
kategoriji je najbolj znan pristop Spalartova DES (Detached Eddy Simulation) simulacija,
pri kateri uporabljamo Spalart-Almaras enoenac¢bni model za turbulentno viskoznost v
obeh rezimih (Nikitin et al. [79]). DES je tri-dimenzionalna nestacionarna numeri¢na
metoda, ki uporablja samo en turbulentni model. Ta na podrocjih, kjer je racunska
mreza dovolj gosta, deluje kot LES podmrezni model, na ostalih delih pa se preoblikuje
v  RANS simulacijo. Ob trdnih stenah, kjer je turbulentna dolZzinska skala premajhna
za opis z mrezo, uporabljamo predvsem RANS. Med drugimi sta Viswanathan in Tafti
[136] uporabila DES za simulacijo turbulentnega toka in prenosa toplote v orebrenem ka-
nalu. Paterson in Peltier [84] pa sta DES uporabila za napoved trganja vrtincev za ostrim
robom.

Poznamo tudi simulacijo zelo velikih vrtincev (VLES Very Large Eddy Simulation), pri
kateri filter nastavimo tako, da simuliramo res samo zelo velike strukture in modeliramo
vse ostalo. Pri VLES modeliranje SirSega razpona struktur zahteva bolj napreden model
od zgolj energijsko-disipacijskega, ki ga uporabljamo v LES.
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Za opis turbulentnega toka je poleg izbire matemati¢nega modela pomemben tudi sam
zapis Navier-Stokesovih ena¢b. Enacbe opisujejo zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine. V
klasi¢nem zapisu povezujejo hitrostno in tla¢no polje v tekocini. V hitrostno vrtinéni
formulaciji, ki smo jo uporabili v disertaciji, je neznanka vrtin¢nost (rotor hitrostnega
polja). Vrtin¢nost se tvori na trdnih stenah in se z difuzijo in advekcijo odvede v tok.
Prenosna enacba za vrtin¢nost vsebuje difuzijski in advektiven c¢len ter ¢len odgovoren
za raztegovanje in vrtenje vrtin¢nega polja. Slednji je odgovoren za nastajanje pre¢nih
in vzdolznih vrtincev in nazorno kaze na tri-dimenzionalen znacaj turbulence. Zato je za
modeliranje turbulentnih tokov upravic¢ena uporaba hitrostno vrtinéne formulacije. Da
dobimo zaprt sistem enacb, je zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine potrebno dopolniti z
zakonoma o ohranitvi mase in energije.

Tretji, prav tako pomemben vidik modeliranja turbulentnega toka, je izbira numeri¢ne
sheme. V¢asih najpogosteje uporabljano metodo koncnih razlik danes zamenjujeta metodi
kon¢nih volumnov in konc¢nih elementov. V zadnjem c¢asu pridobiva veljavo tudi metoda
robnih elementov (Wu in Thompson [143], Wrobel [142], Skerget et al. [121]), predvsem
zaradi vecje natanc¢nosti pri ra¢unanju strmih profilov tokovnih funkcij. Simulacija velikih
vrtincev zahteva ¢asovno odvisen izra¢un z zelo gosto racunsko mrezo in majhnim ¢asov-
nim korakom. Posledi¢no je potreba po procesorski moci in ra¢unalniSkem spominu zelo
velika. éeprav je dokazano, da metoda robnih elementov podaja natanc¢nejSe rezultate,
smo jo v delu morali delno nadomestiti z metodo konc¢nih elementov, ki je iz racunskega
gledis¢a manj potratna in zahteva manj$o koli¢ino razpoloZljivega pomnilnika. Metodo
robnih elementov smo, s pomocjo valéne transformacije (Ravnik et al. [96]), uporabili
za izraCun robmnih vrtin¢nosti, kjer je nepogresljiva in je v hitrostno-vrtin¢éni formulaciji
ni mogoce nadomestiti z drugo metodo. Z metodo konénih elementov smo z znanimi
vrednostmi na robu izra¢unali vrednosti v obmocju.

Ne glede na nac¢in modeliranja turbulentnega toka, so v ospredju raziskav vedno tudi
napredni paralelni numeri¢ni algoritmi. Ti se praviloma izvajajo na vektorskih superracu-
nalnikih, oziroma v zadnjem ¢asu na velikih gru¢ah enoprocesorskih ra¢unalnikov (Luchini
in Quadrio [70]).

Superrac¢unalniki predstavljajo levji delez rac¢unske modci za inZenirske aplikacije. Nek-
daj nedosegljivo dragi sistemi so danes na razpolago tako industrijskim uporabnikom kot
raziskovalcem v ve¢ deset centrih po svetu. V zadnjem ¢asu opazamo dve smeri izgradnje
superracunalniskih sistemov. Klasi¢nim vektorskim ra¢unalnikom vedno bolj konkurirajo
cenejsi sistemi, sestavljeni iz gru¢ poceni (off the shelf) racunalnikov.

Vektorski racunalnik ima ve¢ procesorjev, ki imajo hkraten dostop do skupnega spo-
mina. Zasnovani so tako, da je dostop do spomina kar najhitrej§i. V praski to pomeni,
da imajo zelo veliko zelo majhnih spominskih ¢ipov npr.: (4096 ¢ipov po 8 Mb). Pro-
gramerski standard za programiranje vektorskih racunalnikov je OPEN MP. Programer
paralelizira predvsem zanke s posebnimi direktivami prevajalnika. Ko se na vektorskem
racunalniku paralelen program zazene, v zaCetku zaseda le en procesor. Ko pa je potrebno
izvesti zanko, program uporabi ostale proste procesorje in mednje porazdeli delo. Ker vsi
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procesorji dostopajo do istega spomina, komunikacija med njimi ni potrebna. Progra-
mer mora paziti le na to, da je izvajanje zanke neodvisno. Ce tretji procesor potrebuje
podatek, ki ga prvi Se ni izracunal, je seveda potrebno poskrbeti, da pocaka na podatek.

Gruce poceni racunalnikov, povezanih med seboj s hitro mrezno povezavo, so resen
konkurent vektorskim superrac¢unalniskim sistemom. V tem primeru vsak procesor do-
stopa samo do svojega spomina, pa Se to zelo pocasi. Izkaze se, da pri ve¢ini matemati¢nih
operacij procesor potrebuje ve¢ ¢asa, da pridobi potrebne podatke iz spomina, kot pa da
izvede samo operacijo. Hitrega predpomnilnika je odlo¢no premalo, da bi vanj lahko za-
pisali vse podatke za resen izrac¢un. Procesor na vektorskem sistemu s frekvenco 500MHz
rac¢una mnogo hitreje od 3.0GHz procesorja s klasi¢nim spominom. To predstavlja prvo
slabost gru¢ procesorjev, saj imajo dostop do pomnilnika zelo pocasen. Druga slabost
gru¢ poceni racunalnikov je prenos podatkov po mrezi. Ce zelimo resiti nek problem pa-
ralelno, je prej ali slej potrebno rezultate, ki jih je izrac¢unal en procesor sporociti drugim.
To pa je navkljub hitrim mreznim povezavam (Gigabitni ethernet, Myrinet) najozje grlo.
Programerski standard za programiranje gru¢ je MPI [35]. Pri programiranju z MPI ima
programer veliko vec¢ dela kot pri OPEN MP. Ker se ob zagonu zaZene isti program na vseh
procesorjih, ki jih nameravamo uporabiti, mora programer ro¢no poskrbeti za vso komu-
nikacijo in sinhronizacijo med procesorji. Vec¢ina gru¢ deluje pod operacijskim sistemom
Linux in za dodeljevanje procesorskega Casa uporabnikom uporablja enega izmed pro-
gramskih paketov. Standard za paralelno programiranje je programski jezik FORTRAN,
saj fortranski prevajalniki proizvajajo najhitrejso kodo.

Numeri¢no modeliranje turbulentnega toka vkljucuje ve¢ poenostavitev in omejitev.
V prvi fazi so to predpostavke in omejitve fizikalnega modela. Izbiramo lahko med zelo
siroko paleto fizikalnih modelov, ki navadno niso splo$no in vsestransko uporabni. Tudi
numeri¢na shema, ki jo izberemo, ima svoj del slabosti. Navsezadnje je pomemben tudi
iterativen algoritem, s katerim reSujemo nelinearnost v sistemu enacb, Napisan mora biti
dovolj u¢inkovito, da privede do re§itve. Samo z uspesno sintezo fizikalnega modela z
numeri¢nim algoritmom lahko zagotovimo uspes$no simulacijo turbulentnega toka.

1.2 Struktura doktorske disertacije

Po opisu problematike in stanja v svetu v uvodu nadaljujemo z drugim poglavjem, v
katerem vpeljemo hitrostno vrtin¢no simulacijo velikih vrtincev. Izpeljemo filtrirane oblike
enacbe kinematike, prenosno enac¢ho za vrtin¢nost in energijsko enacbo.

V tretjem poglavju zapiSemo diskretno val¢éno transformacijo za vektorje poljubnih
dolzin, ki temelji na Haarovih val¢kih. Uporabimo jo za rac¢unanje matri¢no vektorskega
produkta s stisnjeno matriko.

V Cetrtem poglavju se posveCamo numeri¢nim metodam. Prikazemo metodo robnih
elementov za reSitev enacbe kinematike s pomocjo valéne transformacije. Prenosni enacbi
za vrtinénost in temperaturo re§imo z metodo koné¢nih elementov. Ob koncu predstavimo
serijski algoritem reSevanja, algoritem na podlagi algebrajske paralelizacije in algoritem,
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ki temelji na paralelizaciji z razdelitvijo obmocja na dele. Prav tako zapiSemo algoritem
za paralelno racunanje valéno transformirane matrike integralov, ki jo potrebujemo za
reSitev enacbe kinematike z metodo robnih elementov.

V petem poglavju dodobra preverimo numeri¢no shemo. Uporabimo analiti¢no resljive
poenostavitve vodilnih enacb in s tem dokazemo pravilnost napisanih podprogramov.
Vpliv uporabe stiskanja z val¢no transformacijo raziskujemo na primerih laminarnih tokov
pri visokih vrednostih kriterialnega Stevila, za katere poznamo preverjene resitve.

V Sestem poglavju prikazujemo rezultate dveh simulacij. Simulirali smo turbulentno
naravno konvekcijo v kotanji pri zelo visoki temperaturni razliki med stenami in tok preko
plitve kotanje z gretim dnom.

V sklepnem poglavju povzamemo ugotovitve in podamo smernice za nadaljnje delo.

Ob koncu smo prilozili Se nekaj kratkih zapisov, ki dopolnjujejo predstavljeno delo.
Matemati¢no vpeljemo operacijo filtriranja. Izpeljemo Gaussov in Greenova stavka, po-
vemo nekaj o normali in tangenti. Razlozimo in predstavimo tipe in oblike interpolacijskih
funkcij, ki jih uporabljamo v izra¢unih. Povemo tudi nekaj besed o transformaciji koordi-
natnih sistemov, vpeljemo izstopni robni pogoj in razlozimo metodo sledenja brezmasnih
delcev v toku. Predstavimo Haarove valCke, fundamentalno reSitev Laplaceove enacbe.
7 metodo robnih elementov zapiSemo integralsko obliko Poissonove enacbe. Skalarno
Poissonovo enacbo in difuzivno advektivno enac¢bo resimo z metodo koné¢nih elementov.
Razlozimo tudi metodo posrednega naslavljanja elementov v matriki.
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Poglavje 2

Hitrostno vrtin¢na formulacija
simulacije velikih vrtincev

2.1 Uvod

Hitrostno vrtin¢na formulacija nestisljivih Navier-Stokesovih enac¢b ima vec¢ prednosti pred
hitrostno tla¢nim zapisom. Z odstranitvijo tlaka iz sistema enacb se izognemo popravlja-
nju le tega med numeri¢nim algoritmom. Popravljanje je potrebno zaradi povezave med
hitrostnim in tla¢nim poljem. Hkrati je v hitrostno vrtin¢ni formulaciji zakon o ohranitvi
mase identi¢no izpolnjen in v sistem enacb so implicitno vkljuc¢eni viSje redni priblizki
hitrostnega polja (vrtin¢nost).

Simulacija velikih vrtincev je eden izmed mnogih na¢inov modeliranja turbulentnega
toka tekocine. V tem poglavju bomo, preko navedbe gibalnih in ohranitvenih enacb ter
klasi¢ne hitrostno tla¢ne simulacije velikih vrtincev, vpeljali hitrostno vrtinéno formulacijo
simulacije velikih vrtincev.

2.2 Gibalne enacbe

Omejimo se na Boussinesqjev! priblizek teko¢ine s konstantnimi snovskimi lastnostmi.
Obravnavamo nestisljivo viskozno newtonsko tekoc¢ino. Predpostavimo konstantno go-
stoto p = pg, dinami¢no viskoznost 1 = 1y, kinemati¢no viskoznost v = Z—g = vy, toplotno
prevodnost A = \g, temperaturno razteznost 5 = (3, in konstantno specificno toploto pri
konstantnem tlaku c, = c,9. Z navedenimi omejitvami se zakon o ohranitvi mase zapise

V-7=0, (2.1)
kjer je ¥ hitrost tekocine. Zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine v Boussinesqjevem priblizku
(Skerget [118]) pa s kinemati¢no viskoznostjo zapiSemo takole

ov N
ot

Valentin Joseph Boussinesq (1842-1929), francoski matematik in fizik

o 1 -
(T- V)0 = —Bo(T — Ty)G — p—vp + 1y V27, (2.2)
0
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kjer so t Cas, p tlak, T temperatura in § gravitacijski pospesek. Na levi strani prenos
gibalne koli¢ine podajata akumulacijski in advektivni ¢len, na desni pa imamo vzgonski
¢len, tla¢no silo in difuzijski ¢len. Ohranitev notranje energije zapiSemo s temperaturo

kot odvisno spremenljivko in difuzivnostjo ag = p:‘C(;O takole:
oT -
zﬁ-+(ﬁ.vyrzza@vir (2.3)

in pri tem zanemarimo vire toplote in nepovracljivo viskozno disipacijo.

Eden izmed predpogojev za razvoj uspe$ne numeri¢ne sheme (Pruett [90]) je spre-
memba vseh veli¢in in enacb v brezdimenzijsko obliko. Zgornji sistem enacb zapiSemo v
brezdimenzijski obliki s preslikavami:

v 3 L t T-T, J
A A e (2.4)

Vo L Vg L’ AT Do 9o

kjer so vy, Ty in L karakteristi¢na hitrost, temperatura in dimenzija primera. Karak-
teristitna temperaturna razlika je AT, medtem ko je gy = 9.81m/s®. Brezdimenzijske
veli¢ine smo oznacili z zvezdico, ki pa jo bomo zaradi preglednosti pisave v nadaljevanju
izpuscali. V inZenirski praksi si pri problemih iz mehanike tekocin velikokrat pomagamo s
podobnostno teorijo in vpeljavo kriterialnih Stevil. éeprav je za stabilno numeri¢no shemo
pogoj le brezdimenzijska oblika enacb, bomo kriterialna Stevila uporabili, saj omogocajo
preglednej$i in preprostejsi zapis enacb. Reynoldsovo §tevilo definiramo takole:

_ vl

R 2.5
o= 29
Raylieghjevo? §tevilo je
ATL3
Ra = PPATLY (2.6)
Voo
Peclejevo® Stevilo je
L
Pe = 2% (2.7)
ao
Eulerjevo* §tevilo je
2
Bu =% (2.8)
Po

Prandtlovo® $tevilo je razmerje med viskoznostjo in difuzivnostjo oziroma razmerje med
Peclejevim in Reynoldsovim Stevilom:

Pr = oo_ E.
ay Re
2John William Strutt, tretji Baron Rayleigh (1842-1919), britanski fizik
3Jean Claude Eugéne Péclet (1793-1857), francoski fizik
“Leonhard Euler (1707-1783), §vicarski matematik in fizik
*Ludwig Prandtl (1875-1953), nemgki fizik

(2.9)
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2.3. Velikostni redi turbulentnega gibanja 11

Z uporabo navedenega se brezdimenzijska prenosna enacba za gibalno koli¢ino (2.2) zapise

ov

ST V)i= o

Tj— —uﬁp + — V23, (2.10)

medtem ko se brezdimenzijska oblika energijske enacbe (2.3) glasi

oT - 1
- T T = 2 i
ot +(@-V) RePTV r

(2.11)

Sistem ena¢b ohranitve mase (2.1), gibalne koli¢ine (2.10) in energije (2.11), s podanimi
Eulerjevim, Reynoldsovim, Prandtlovim in Rayleighjevim Stevilom popolnoma opisuje
nestisljiv tok viskozne Newtonske teko€ine in prenos toplote. V primeru simulacije zgolj
toka, reSevanje enacbe (2.11) ni potrebno. Sistem je zaprt samo s podajanjem Eulerje-
vega in Reynoldsovega Stevila. V primerih tokov, kjer karakteristi¢na hitrost ni dobro
definirana, npr. pri pojavu naravne konvekcije v diferencialno greti kotanji, izberemo za

vo = in s tem PrRe = 1.

2.3 Velikostni redi turbulentnega gibanja

Richardson® (1922, [101]) je vpeljal pogled na turbulentni tok preko koncepta energijske
kaskade. Turbulenco sestavljajo vrtinci razli¢nih velikosti. Vrtinci veliki [ imajo karak-
teristi¢no hitrost v(l) in ¢asovno skalo 7(I) = [/v(l). To¢ne definicije vrtinca ne bomo
podali, vendar naj velja, da je to turbulentno gibanje omejeno na obmocje velikosti [/ in
je vsaj zmerno koherentno v tem obmocju. Obmocje v katerem je velik vrtinec, lahko
vsebuje tudi manjSe vrtince.

Najvecji vrtinci imajo karakteristi¢no dolzino [y, ki je primerljiva karakteristi¢ni dol-
7ini toka L. Prav tako je karakteristi¢na hitrost vy = v(ly) primerljiva s karakteristi¢no
hitrostjo toka. Tako je tudi Reynoldsovo Stevilo Rey = % veliko in primerljivo z Re
toka. Veliki vrtinci ne obcutijo viskoznih efektov zaradi velikega Reynoldsovega Stevila.

Richardsonova energijska kaskada temelji na predpostavki, da so veliki vrtinci nesta-
bilni in razpadejo in z razpadom prenesejo svojo energijo na malo manj$e vrtince. Manjsi
vrtinci razpadejo na podoben nacin in tako se energija kaskadno prenasa k manj$im vr-
tincem. Proces se nadaljuje dokler Reynoldsovo §tevilo Re(l) = @ ne postane dovolj
majhno, da je gibanje vrtincev stabilno in molekularna viskoznost efektivno disipira ki-
neti¢no energijo v toploto. Richardson je proces ¢udovito povzel

Vrtinci, veliki, v sebi pa majhne -
vrtince s hitrostjo svojo rodijo;

ti majhni Se manjSe v sebi vrtijo,
vse do viskoznosti se zavrtijo.

6Lewis Fry Richardson (1881-1953), britanski matematik, fizik in psiholog
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12 2 Hitrostno vrtinéna formulacija simulacije velikih vrtincev

Ta pogled je pomemben zato, ker postavlja disipacijo na konec procesa. Torej je disipativni
tok dolocen s prvim procesom, s prenosom energije iz najvecjih vrtincev. Red velikosti
energije najvecjih vrtincev je v2 in ¢asovna skala 19 = ly/vy, torej je energijski tok iz
najvedjih vrtincev proti manj$im reda velikosti v3 /79 = v3/ly. Posledi¢no je ob koncu
kaskade disipativni tok tudi enakega reda velikosti

v
o’

kar je bilo eksperimentalno potrjeno (Pope [88]). Vidimo, da pri visokih Reynoldsovih

€ Y

(2.12)

Stevilih, ki jih obravnavamo, disipativni tok ni odvisen od viskoznosti v. V splo§nem so
veliki vrtinci anizotropni in odvisni od robnih pogojev toka. Kolmogorov [61, 62| trdi, da
se anizotropija izgubi med kaoti¢nim procesom, s katerim se energija prenaSa od velikih
proti majhnim vrtincem.

Kolmogorova hipoteza o lokalni izotropiji: Pri dovolj velikih Re-
ynoldsovih $tevilih je turbulentno gibanje na majhni skali (I < [) statisti¢no
izotropno.

Prav tako se v energijski kaskadi izgubi informacija o obliki velikih vrtincev, ki jo doloca
povpre¢no tokovno polje in robni pogoji. Posledi¢no je statisti¢no gledano gibanje majhnih
vrtincev univerzalno - podobno za vsak turbulentni tok pri visokem Reynoldsovem Stevilu.
Vpeljimo karakteristi¢no mejo [g; kot razmejitev med anizotropnimi velikimi vrtinci (I >
lgr) in izotropnimi majhnimi vrtinci (I < lg7). Od ¢esa pa je odvisno univerzalno stanje?
V energijski kaskadi majhnih vrtincev (I < lg;) nastopata dva procesa: energijski tok od
vecjih vrtincev (Egr) k manjsim in viskozna disipacija, ki jo opise kinemati¢na viskoznost
v. Disipativni tok ¢ je dolocen z energijskim tokom FEpg;. Ti koli¢ini lahko v prvem
priblizku izena¢imo € ~ Eg;.

Kolmogorova prva podobnostna hipoteza: V vsakem turbulentnem
gibanju pri dovolj velikih Reynoldsovih §tevilih so statistike na majhni veliko-
stni skali (I < [ly) univerzalne oblike in dolocene edinole z viskoznostjo v in
disipacijo e.
Obmocje karakteristi¢nih dolZin | < [g; imenujemo obmocje univerzalnega ravnovesja.
V tem obmodju so ¢asovne skale [/v(l) majhne v primerjavi z ly/vy, tako da se majhni
vrtinci lahko hitro prilagajajo in dosegajo dinami¢no ravnotezje z energijskim tokom Fg;,
ki ga dovajajo veliki vrtinci na pocasnejsi ¢asovni skali.
S parametroma v in € lahko tvorimo karakteristi¢no dolzino, hitrost in ¢as na samo en
nacin. To so dolzinska, hitrostna in ¢asovna skala Kolmogorova:

) (vj)é (213)

v, = (eu)%l, (2.14)
T = <g>§ (2.15)
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2.3. Velikostni redi turbulentnega gibanja 13

Reynoldsovo §tevilo, ki ga izrac¢unamo s Kolmogorovo dolZino in hitrostjo, je enako ena;
Re, = nv,/v = 1. To je skladno s hipotezo, da energijska kaskada poteka, dokler Re-
ynoldsovo §tevilo ni tako majhno, da prevladuje viskozna disipacija.
Razmerja med najve¢jimi karakteristikami in skalami Kolmogorova dobimo z uposte-
vanjem reda velikosti za disipacijski tok (2.12)
Ui
lo
Un

~ Re /4, (2.16)

w Re Y4, (2.17)
T

=~ Re ' (2.18)
To

Ocitno so pri visokih Reynoldsovih $tevilih hitrostne in ¢asovne skale najmanjsih vrtincev
(v, and 7,) majhne v primerjavi s skalami najve¢jih vrtincev (vy and 7). Kot posledica
velikega razmerja [y/n imamo Siroko paleto vrednosti [, tudi take, ki so hkrati veliko
manjSe od [y in veliko veéje od n; lo > | > 1. Vpeljimo lp; (z na primer [p; = 607) in
razdelimo obmocdje univerzalnega ravnovesja na inercialno podobmodje lg; > | > lp; in
na disipacijsko obmodje | < l[p;. ObnaSanje v inercialnem podobmodju povzema druga
podobnostna hipoteza Kolmogorova.

Kolmogorova druga podobnostna hipoteza: V vsakem turbulentnem
gibanju pri dovolj velikih Reynoldsovih stevilih so statistike na dolzinski skali
l, lgr > | > lps, univerzalne oblike in dolocene edinole z viskoznostjo v in
neodvisne od disipacije e.

Obmoc¢je univerzalnega ravnovesja Produkcija -

Obmocje, kjer je vefina energije

Inercialno podobmodje

Disipacijsko obmocje |

n lpr lEr lo L

Slika 2.1: Karakteristicne velikosti vrtincev | na logaritemski skali pri zelo visokem Rey-
noldsovem $tevilu. Povzeto po Sagaut [104].

Turbulentno tokovno polje vsebuje vrtince do najmanjsSe, Kolmogorove dolzine 7. Ko
reSujemo Navier-Stokesove enacbe, ki sicer vsebujejo vso fiziko, jih navadno resimo zgolj na
mrezi diskretnih vozli§¢. Struktur, manjsih od razdalj med vozlis¢i, ne moremo razlociti.
Predpostavimo periodi¢no polje u(z), ki ima periodo L. Polje razvijemo v Fourierjevo

SN,
3 Vmax

)= > e, (2.19)
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14 2 Hitrostno vrtinéna formulacija simulacije velikih vrtincev

kjer je ¢, Fourierjev koeficient, ki odgovarja n-te valovnem §tevilu

2mn
k= 2 2.20
. (2:20)
Sodo celo §tevilo N,,., dolo¢a najvec¢jo razlo¢eno valovno Stevilo
WNmax
kmam - k% - I . (221)
V kolikor domeno L diskretiziramo z N,,,, vozliséi, je razdalja med vozlis¢i h = NL :

Najvecje razlo¢eno valovno Stevilo je torej obratno sorazmerno z razdaljo med vozlisci

™
Kmaz = —- 2.22
. (222)

Izotropna turbulenca je primerno razlocena, ¢e je kyq..n > 1.5 (Pope [88]). Ko je mreza
redka, turbulence ne moremo razlociti. Zato je koncept simulacije velikih vrtincev v tem,
da resujemo Navier-Stokesove enacbe za krajevno filtrirano polje. Polje filtriramo do take
mere, da ohranimo samo valovne vektorje, ki jih z izbrano mrezo lahko popiSemo. Filter
izlo¢i najmanjse skale n < [ < [p;, ki so odgovorne za disipacijo. Vpliv teh moramo
modelirati. Matemati¢no smo operacijo filtriranja vpeljali v prilogi A1 na strani 109. V
primeru ostrega spektralnega filtra, ki zadusi vsa nihanja nad kriti¢énim valovnim §tevilom
k. = X, velja naslednja povezava med §irino filtra A in razdaljo med vozlis¢i h

s s
ke = 7 = ke = + = h = A, 2.2
. A (2.23)

Za ostale filtre pa lahko posplo§imo, da je Sirina filtra A sorazmerna z razdaljo med vozlisc¢i
h.

Ocenimo Stevilo potrebnih vozlis¢ v mrezi za direktno numeri¢no simulacijo in za
simulacijo velikih vrtincev, pri kateri bomo modelirali disipacijsko obmodje n < < lp;.
Rezultati so v tabeli 2.1, pri ¢emer smo uporabili

nkmax 2 15, ZDIkmax Z 1.5 (224)
in enachi (2.16), (2.22) ter zveze N = £. Ko upostevamo lp; = 60n in L = 5y lahko
piSemo

5-1.5 3 5-1.5 Npns
Npns > (—=R 3“) ~ R, Npps > ——"ReMt = PNS 2.25
DNS — ( € € ) LES — 607 € (lD[/T])S ( )

Vidimo, da je za simulacijo velikih vrtincev potrebnih veliko manj vozlis¢, kot za direktno
numeri¢no simulacijo. Hkrati pa opazimo, da je Stevilo vozlis¢ za LES Se vedno zelo veliko.
Sagaut [104] je shemati¢no prikazal uéinek filtriranja v fizi¢nem in spektralnem pro-
storu (slika 2.2). Izrednega pomena je, da Sirino filtra in s tem gostoto mreze izberemo
tako, da modeliramo res samo disipacijski del spektra. Kasneje, pri izpeljavi prenosnih
enacb, se bomo naslonili na to dejstvo in vpliv podmreznih skal modelirali disipacijsko.
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Tabela 2.1: Ocena minimalnega Stevila vozliS¢ v mrezi, ki omogoca popolen popis turbulen-
tnega toka (Npns) in Stevilo vozliSc, ki zadostuje za simulacijo fillriranega turbulentnega

toka (NLES)-

Re | Npns | NrEs
10* | 23873 40°
10° | 134253 | 2243
106 | 754943 | 12583
simuliramo
simuliramo modeliramo

S

-

o0

@)

3

modeliramo

Slika 2.2: Pogled na simulirane in modelirane skale pri simulaciji velikih vrtincev. Povzeto

po Sagaut [104].
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16 2 Hitrostno vrtinéna formulacija simulacije velikih vrtincev

2.4 Filtrirane gibalne enacbe v hitrostno vrtinénem za-
pisu

Gibalne enac¢be v t.i. hitrostno-tla¢ni formulaciji smo predstavili v razdelku 2.2. V te-
kocini povezujejo hitrostno, tla¢no in temperaturno polje. Ta nabor enacb, skupaj z
podmreznim modelom Smagorinskega [113], uporablja veliko §tevilo avtorjev pri imple-
mentaciji simulacij velikih vrtincev (na primer: Breuer [10], Sohankar [114]). V zadnjem
¢asu pridobiva veljavo tudi simulacija velikih vrtincev v hitrostno vrtinénem zapisu (Te-
naud et al. [129], Mansfield et al. |72], Winckelmans et al. [140]), pri kateri zamenjamo
prenosno enac¢bo za gibalno koli¢ino s prenosno enacbo za vrtin¢nost.

Hitrostno vrtinéno formulacijo Navier-Stokesovih enacb so vpeljali Wu in Thompson
[143] ter Skerget et al. [119, 121|. Simulacijo velikih vrtincev za hitrostno vrtinéno
fomulacijo bomo izpeljali na podlagi njihove izpeljave hitrostno vrtin¢éne formulacije iz
hitrostno tlac¢ne.

2.4.1 Kinematika nestisljive tekocine

Vrtin¢énost je vektor, definiran z rotorjem hitrosti
3=V x7. (2.26)

Enacba ohranitve mase (2.1) in definicija vrtin¢nosti (2.26) opisujeta kinemati¢no pove-
zavo med hitrostnim in vrtinénim poljem (Wu in Thompson [143]). Enacbi sta analogni
Maxwellovima’ ena¢bama (Strnad [1 17]) ki poveZUJeta magnetno poljsko gostoto in sta-
cionarno polje elektri¢nega toka: V-B = 0, VxB = ,uOJ Ceprav v fiziki navadno
govorimo, da elektriéni tok inducira magnetno polje, velja za hitrostno in vrtinéno polje
v toku viskozne tekocCine samo, da hkrati obstajata.

Glavni razlog za opis toka tekocine s poljem vrtin¢nosti je solenoidalnost vrtin¢nosti.
Solenoidalen vektor ne nastaja ali izginja v notranjosti tekocine, njegova divergenca je
enaka nic¢

V-8=V-(Vx7)=0. (2.27)

Vrtinénost nastaja zaradi viskoznosti in samo na robu. Z difuzijo se prenese od roba
proti notranjosti tekocine, kjer nastopi difuzijsko-advektivni prenos. Zaradi omejitve na
nestisljivo tekoc¢ino je hitrostno polje solenoidalno; njegova divergenca je enaka ni¢. Vsako
solenoidalno polje lahko zapisemo kot rotor vektorskega polja v

=V x V. (2.28)

Izberemo lahko solenoidalno vektorsko polje W, VU =0. Zgornjo enac¢bo vstavimo v
definicijo vrtinénosti (2.26) in dobimo

X TV VT (T ) V2 (2.29)

"James Clerk Maxwell (1831-1879), 8kotski matemati¢ni fizik
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Zaradi solenoidalnosti vektorskega polja ¥, V - ¥ = 0, lahko enacbo (2.29) prepiemo v
V20 4 & = 0. (2.30)

Na obe strani enacbe (2.30) delujmo e z operatorjem rotor in kon¢amo z ena¢bo kinema-
tike
V25 +V x & = 0. (2.31)

Dobili smo eliptiéno vektorsko Poissonovo® parcialno diferencialno enacbo, ki povezuje
vrtin¢no in hitrostno polje za vsako tocko v prostoru in ¢asu. Enacba je ekvivalenta Biot-
Savartovem zakonu, ki povezuje magnetno poljsko gostoto in elektri¢ni tok. Tako kot sta
elektri¢ni tok in magnetno polje nelocljivo povezana, sta tudi hitrostno in vrtin¢no polje
v tekocini med seboj odvisni (Iftimie et al. [55], Zhou [151], Lundgren [71]).

Pomembno je opozoriti, da ena¢ba (2.31) ni identi¢na enac¢bama (2. 1) in (2 26) To
dokazemo, ¢e izberimo skalarno funkcijo f in vektorsko F tako, da velja v f + V x F =0.
Tedaj zlahka pokazemo, da je enalba (2.31) izpolnjena, tudi ko izberemo V7= = f in
V x ¥ = & + F. Enacba kinematike (2.31) torej dovoljuje resitve, pri katerih ne zakon o
ohranitvi mase (2.1), ne definicija vrtin¢nosti (2.26) nista izpolnjeni.

Operacija filtriranja poljubne funkcije u(Z, t) je definirana z naslednjim konvolucijskim
integralom

(7, t) = /Q C(F, B)u(F — 7, 1)dF, (2.32)

kjer je G(7, %) filter, integracija pa poteka po celotnem obmodju 2. Izberemo oster spek-

tralni filter G = %, ki je normiran in homogen. Zanj velja, da je operacija filtriranja

z odvajanjem po ¢asu in koordinati komutativna. Filter s Sirino A zadus§i vsa valovna $te-

vila nad kritiénim k. = 7/A. Matemati¢no smo operacijo filtriranja podrobneje vpeljali

v prilogi Al na strani 109. Filtrirano koli¢ino ozna¢imo z vodoravno ¢rto nad njo ().
Zakon ohranitve mase (2.1) filtriramo takole

(V-9)=V-7=0 (2.33)

Torej pogoj solenoidalnosti velja tudi za filtrirano hitrostno polje . Na enak naéin je
solenoidalno tudi filtrirano vrtinéno polje &

=

(V-@)=V-d=0 (2.34)

Zaradi komutativnosti homogenega filtra z operacijama odvajanja po koordinati in seSte-
vanja velja enacba kinematike tudi za filtrirano vrtin¢no in hitrostno polje

V24V x&=Vi+Vxad=0. (2.35)

8Siméon-Denis Poisson (1781-1840), francoski matematik, geometer and fizik
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2.4.2 Prenos vrtinénosti

Prenosno ena¢bo za gibalno koli¢ino (2.10) bomo preoblikovali v prenosno enacbo za
vrtin¢nost ter jo filtrirali. Advektivni ¢len (drugi na ¢len levi strani enacbe (2.10)) preo-

blikujemo
— 1 —
(0- V) = EVU —UXd. (2.36)
Ko uporabimo zgornjo enakost (2.36) v enacbi (2.10), dobimo
v 1z, Ra 1 = 1
b oV XD = — T — — — V%, 2.37
8t+ Vo — 0 x & PRzl 9 Equ—l—Rer (2.37)

Zadnji ¢len na desni strani enacbe (2.37) je Laplaceov operator, ki deluje na hitrostno
polje. Enak izraz nastopa tudi v ena¢bi kinematike (2.31). Uporabimo jo, da v enacbo
vpeljemo rotor vrtinénosti:

—— T§——Vp— —V x&. (2.38)
u (&

Ko na celo enatbo (2.38) delujemo z operatorjem rotor, odpadeta oba gradientna ¢lena.
Tako iz enacbe izpade tlak. Ce upoStevamo Se definicijo vrtin¢nosti (2.26), lahko pisemo

0w Ra = J

— — =—— T§— — J). 2.

5 V x (7% &) PrRe2VX g Rer (V x ) (2.39)
Ko enatbo (2.39) filtriramo, lahko zaradi komutativnih lastnosti homogenega filtra zapi-
Semo

03 VX (Fx3) = V x TG — —V x (V x B). (2.40)

ot v PT’R62 97 Re “ '

Vidimo, da se nefiltrirana prenosna ena¢ba za vrtin¢nost (2.39) razlikuje od filtrirane
(2.40) v nelinearnem advektivnem ¢lenu. Filter vektorskega zmnozka hitrostnega in vr-
tin¢nega polja ni enak zmnozku filtrov posameznih polj. Simulacija velikih vrtincev pred-
videva, da je vpliv majhnih skal, ki jih filtriramo, zgolj disipacijski. Ena¢bo (2.40) bomo
zapisali v obliko, ekvivalentno enac¢bi (2.39), z dodatnim ¢lenom, ki bo vseboval razliko.
Kasneje bomo dodatni ¢len modelirali s konstitutivnim modelom tako, da bo prispeval k
disipaciji. Vpeljimo torej razliko med filtrom zmnozka hitrostnega in vrtin¢nega polja in
zmnozkom filtrov posameznih polj kot rezidualni vrtinéni vektor

T =TXd—10xd. (2.41)
S tem nastavkom lahko prepiSemo enacbo (2.40) v
03 V x (T x &) = V xT§ 1V><(V>< D)+ V x ™ (2.42)
- — v w - w T . .
ot PTR€2 97 Re

Tako se prenosna enaéba za filtrirana polja (2.42) razlikuje od prenosne enacbe (2.39)
samo za ¢len V X 7 , ki je torej odgovoren za vpliv majhnih skal. Skladno s teorijo o
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turbulentnem prenosu vrtin¢nosti (Taylor [128]) predstavlja ta ¢len disipacijo vrtinénosti
zaradi majhnih struktur v toku.

Za izpeljavo kon¢ne oblike filtrirane prenosne enacbe za vrtinénost potrebujemo Se
spodnji vektorski enakosti

V x (V X

E/H
|
<l
<
&
|
<

0=~V (2.43)
in
Vx(@x@) =0V -8)=@-VE-3(V- D+ @ -V)i=@ V)i— (@ V)3, (2.44)
kjer smo uporabili solenoidalnost hitrostnega in vektorskega polja (divergenci sta enaki
ni¢). Koncen zapis filtrirane enabe prenosa vrtin¢nosti je
00 = == = e
L@ YVE= (3 VT —
ot (0 V)@ = (@ V)o PT’R€2
Enacba (2.45) pove, da je hitrost spreminjanja vrtinénosti, ko sledimo delcu tekocine (po-
dana s Stokesovim odvodom na levi strani enacbe), odvisna od viskozne difuzije, vzgona,
prispevka majhnih skal in ¢lena (&- V)@, ki predstavlja raztegovanje in vrtenje vrtinénega

V xT§+ R—v% +V x (2.45)

polja. Difuzijski ¢len je analogen difuzijskemu ¢lenu v enacbi za prenos gibalne koli¢ine
(2.10). Clen (& - V)7 ima vpliv v primerih, ko se hitrost spreminja vzdolz vrtinénic. Pri
obravnavi primerov ravninskega toka (v dveh dimenzijah) ima vektor vrtin¢nosti samo
eno komponento razlicno od ni¢. Takrat je enacba prenosa vrtin¢énosti skalarna. Clen
(& - 6)5 odpade, ker sta vektorja hitrosti in vrtin¢nosti pravokotna. Enac¢ba prenosa
vrtinénosti je vedno nelinearna, ker v njej nastopa produkt vektorjev vrtinénosti & in
hitrosti 7, ki sta kinemati¢no odvisni veli¢ini (enacba (2.35)). Preko vzgonskega ¢lena, ki
vsebuje temperaturo, je ena¢ba prenosa vrtinénosti vezana na energijsko enacbo.

2.4.3 Energijska enac¢ba

Ko filtriramo energijsko ena¢bo (2.11), naletimo, podobno kot pri prenosni enacbi za
vrtin¢nost, na tezave pri nelinearnem konvekcijskem ¢lenu. Zaradi lazje vpeljave re-
zidualnega temperaturnega vektorja bomo konvektivni ¢len v energijski enacbi najprej
preoblikovali s pomocjo naslednjega izraza

V- (T%) =T(V-7) + (7- V)T = (- V)T, (2.46)

kjer zadnja enakost velja, ker je hitrostno polje solenoidalno. Ko enakost (2.46) vstavimo
v energijsko enacbo (2.11)

or = 9

— T 2.4

ot + V- (1) = RePrV ’ (247)
jo preoblikujemo v obliko, ki je primerna za filtriranje. Po uporabi filtra dobimo:

o S — 1 _

— (Tv) = °T. 2.4

ot + V- (T0) RePrV (2.48)
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20 2 Hitrostno vrtinéna formulacija simulacije velikih vrtincev

Z vpeljavo temperaturnega rezidualnega vektorja nelinearni ¢len preoblikujemo v

=T -Tv. (2.49)
Konc¢na oblika filtrirane energijske enacbe je
oT = - 1 - =
— (T7) = S VAL 2.
5 + V- (T7) RePrv V-7 (2.50)

2.4.4 Tlacéna enacba

V hitrostno vrtinénem zapisu tlak ne nastopa v sistemu enach. Izracunamo ga po konca-
nem izrac¢unu iz filtriranih polj. Uporabimo prenosno enacbo za gibalno koli¢ino (2.10),
iz katere izrazimo gradient tlaka:

ov Ra —

=, =S SO\ > - 1 2=
_ BRI - , 2.51
Vp Eu{ (U-V)u PrReQTg+ Rev v} (2.51)

S pomodjo enalbe kinematike (2.35) Laplaceov operator na hitrostno polje v enacbi (2.51)
izrazimo z rotorjem vrtin¢nega polja
Vp=Fu——— — (v-V)v —
p=su{-5 @9

Ra — 1 - = -
Tg— — Dy = 2.52
PrRe2” Y ReV % w} I (2.52)

kjer smo zaradi preglednosti nadaljnjih izpeljav gradient tlaka imenovali j;;. Na enacbo
(2.52) delujemo z operatorjem divergence in jo s tem preoblikujemo v elipti¢no enacbo
Poissonovega tipa

VB =V-7, (2.53)

2.5 Modeli

V filtriranih prenosnih enacbah nastopata rezidualna vektorja, ki opisujeta dogajanje v
turbulentnem toku, katerega ne moremo opisati z izbrano gostoto racunske mreze. Ta
vpliv je potrebno modelirati.

Hipoteza 1 Vpliv toka, ki ga ne razlocimo z dano racunsko mreZo, na tok, ki ga razlo-
¢imo, je energijski. Za opis delovanja podmreznih struktur toka na simuliran tok je dovolj
poznati energijsko bilanco.

S hipotezo 1 zanemarimo del informacije o podmreznih strukturah, kot je anizotropija.
Energijski prenos se odvija v obeh smereh, od velikih vrtincev proti malim, podmreznim,
in obratno. Prenos energije od malih skal proti velikim je ob¢utno manjsi kot prenos
energije od velikih proti malim (Sagaut, [104]). Mehanizem prenosa energije iz velikih
vrtincev proti majhnim opiSemo z vpeljavo koncepta podmrezne viskoznosti.
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Hipoteza 2 Prenos energije od velikih proti malim vrtincem je analogen molekularnim
mehanizmom, ki jih opisuje difuzijski ¢len, v katerem nastopa molekularna viskoznost v.

Hipoteza 2 pove, da je obnaSanje podmreznih vrtincev analogno Brownovem gibanju, ki je
superponirano gibanju velikih vrtincev. V kineti¢ni teoriji plinov molekularno gibanje je-
mlje energijo toku s pomocjo molekularne viskoznosti. Torej bomo energijski prenos mode-
lirali analogno, namesto molekularne viskoznosti bomo uporabljali podmrezno viskoznost

in difuzivnost. Vpeljimo brezdimenzijsko podmrezno viskoznost vy, — % = Pr=2 in

Qsgs

podmrezno difuzivnost ag,s = S

[e70]
—w = = —>h =7
T = =gV X U, T = —ases VT (2.54)

Izbira modela za podmrezno viskoznost je predmet raziskav zadnjih nekaj desetletij
(Winckelmans et al. [140]). V preteklem stoletju je bil najveckrat uporabljen model
Smagorinskega [113], ki v filtrirani enacbi za prenos gibalne koli¢ine povezuje rezidualni
napetostni tenzor preko konstante in Sirine filtra z lokalno deformacijsko hitrostjo. Izde-
lanih je bilo ve¢ analiz delovanja modela (npr.: Rogallo in Moin [103], ter Lesieur et al.
[67]), kjer je kot glavna slabost modela predstavljena konstanta, ki ni stalna, temve¢ je
odvisna od tokovnega polja in robnih pogojev. Predvsem v bliZini sten (Breuer [11]) je
potrebno konstanto zmanjsati, da zagotovimo izni¢enje podmrezne viskoznosti na stenah.
V izogib konstanti in duSenju ob stenah je Gremano et al. [41] predlagal dinami¢no do-
locitev konstante na podlagi testnega filtriranja polja in primerjave z mreznim filtrom.
Postopek je nadalje izboljsal Lilly [68|.

Za hitrostno vrtin¢no formulacijo bolj zanimiv model temelji na lokalni enstrofiji veli-
kih skal (Mansour et al. [73]). Podmrezno viskoznost zapisemo takole:

Vegs = (CAPVG - 5. (2.55)
Uporabljali bomo oster spektralni filter. Zanj velja A = (AﬁAyAz)é v treh in A =
(AxAy)% v dveh dimenzijah. V blizini sten bomo konstanto modela C' dusili s Piomellijevo
dp oziroma Van Driestovo d,q dusilno funkcijo (Breuer [11])
—ut+]? —ut A—
dp=V1- e[ % } . dyg =1 —e[ % L Vegs = (CAdp)* V3G - &, (2.56)
kjer smo zidni koordinatni sistem (z7,y",2") podrobneje definirali v prilogi A8 na strani
121.

Rezidualni temperaturni vektor 7" deluje kot gostota difuzijskega toplotnega toka,
ki jo je mogoc¢e aproksimirati z vpeljavo turbulentne toplotne difuzivnosti (2.54). Na
podlagi eksperimentalnih spoznaj, ki jih je opisal Hinze [50] in uporabil Horvat [51] sledi,
da je turbulentna viskoznost izotropne turbulence v, primerljiva s turbulentno toplotno
difuzivnostjo za celotni turbulentni spekter. Njun odnos pa je blizu linearne odvisnosti:

Vsgs
sgs — 5 2.57
a g P,,,,t ( )

kjer je Pr; empiri¢no izbrano turbulentno Prandtlovo Stevilo.
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2.5.1 Dinamic¢no doloc¢anje konstante modela

Ena glavnih omejitev modela Smagorinskega je dejstvo, da je konstanta C' razli¢na za
razli¢ne rezime toka. Na primer, v primeru laminarnega toka je enaka ni¢, v bliZini
zidov je v primerjavi s teoreti¢no vrednostjo za prosto turbulenco pri visokem Re §tevilu
C' = 0.15 zadusena (Pope [88]). Dinami¢ni model vpeljuje metodologijo za dinami¢no
dolocitev konstante. Tako postane konstanta odvisna od kraja in ¢asa v toku. Dinami¢ni
model za konstantno v modelu Smagorinskega je prvi predlagal Germano [41] in dopolnil
Lilly [68]. Kasneje se je s problematiko ukvarjalo ve¢ avtorjev (Davidson [27], Scotti
et al. [108]) med drugim tudi z uporabo vrtin¢nosti kot izvora podmrezne disipacije
(Dantinne et al. [24], Bergstrom in Wang, [3]). Delovanje in uporabnost so pokazali
na vel testnih primerih (Meneveau in Katz, [75]). Carati s sodelavci [19] je uporabil
ansambelsko povpre¢je v homogenih smereh za umirjanje hitrega spreminjanja vrednosti
dinamic¢no dolocene konstante. Poseben poudarek je bil na problematiki toka ob trdnih
stenah, kjer se mora vrednost konstante pravilno priblizati ni¢li (Collis in Chang [22]).
Nacelno sledimo Germano-Lilly [41, 68] izpeljavi. Vendar jo bomo uporabili na vrtiné-
nem rezidualnem vektorju namesto na rezidualnem tenzorju, kot sta to naredila avtorja.
Pri izpeljavi metode velikih vrtincev smo uporabili filter s Sirino A, ki je bila dolo¢ena z
razmikom vozli§¢ na ra¢unski mrezi. Naj bo to mrezni filter. S simulacijo velikih vrtincev
rac¢unamo funkcije polja filtrirane z mreznim filtrom. Oznacimo jih s w. Vpeljimo Se
testni filter, ki naj ima §irino A ve&jo od Sirine mreznega filtra A > A. Numeri¢ni testi so
pokazali, da je najugodneje uporabiti testni filter z dvakrat vecjo Sirino kot mrezni filter.
Zapisimo rezidualni vrtinéni vektor za mrezni filter

—

T=UXU—

(2.58)

€4

X

<y

in za testni filter

—

T=0UXxd—1xa. (2.59)
Vpeljimo Germanov vektor [40] kot razliko med rezidualnima vrtin¢nima vektorjema obeh
filtrov

— — —

L=T-T=UXJd—-UXxd. (2.60)
Germanov vektor znamo izrac¢unati, saj so ¢ in & rezultati simulacije velikih vrtincev. Za

izracun £ jih je potrebno samo filtrirati s testnim filtrom.
Po drugi strani pa z vrtinénim podmreznim modelom zapiSemo rezidualna vektorja

takole
7 = —CpAW3G -3V x &, (2.61)
T = —CpAV3G GV x &, (2.62)

kjer smo vpeljali dinamic¢ni koeficient Cp, ki je odvisen od kraja in ¢asa. Z izrazoma
(2.61) in (2.62) Se enkrat zapiSemo Germanov vektor

Lr=T-7= (AQ\/ BV x & — A2VE -GV x 3) = Cp M. (2.63)
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Ko izena¢imo izraza za Germanov vektor v ena¢bah (2.60) in (2.63)
L =CpM, (2.64)

vidimo, da je nemogoce z eno konstanto zagotoviti enakost. Lilly [68] je predlagal mini-
miziranje napake v smislu kvadratne norme z vpeljavo rezidualnega vektorja R

R=L—-CpM, (2.65)
ki ga minimiziramo s stavkom
OR-R
=0. 2.66
ac, (2.66)

Z uporabo definicij (2.65), (2.63) in (2.60) hitro pokazemo, da napako v kvadratnem
smislu minimizira ~
Cp= = 2.67

IVT; (2.67)

Oba vektorja £ in M lahko izratunamo s filtriranjem vrtin¢nega in hitrostnega polja s
testnim filtrom. Edini parameter, ki nastopa pri izrac¢unu Cp, je razmerje med Sirinama

=

mreznega in testnega filtra. Avtorji Pope [88], Sagaut [104] navajajo vrednost 2 kot
optimalno.

Koeficient Cp, izra¢unan iz enacbe (2.67), zelo hitro spreminja vrednost s krajem
in dovoljuje tudi negativne vrednosti. Negativne vrednosti opisujejo prenos energije v
obratni smeri kaskade. Obe lastnosti usodno poslabSata stabilnost simulacije. Zato avtorji
predlagajo povprecevanje izraza (2.67)

Cp= =L M> (2.68)
<M-M>

po homogenih smereh v toku (np. vzdolZ sten) in umetno postavljanje negativnih vre-

dnosti C'p na nié.

Za numeri¢no implementacijo testnega filtra (Davidson [27], Sagaut in Grohens [105],
Winckelmans [141]) je v nagelu potrebno ovrednotiti integral (A1.1) z dvojno §irino filtra.
Ker je to potrebno narediti za vse tocke v obmodju in za ve¢ funkcij polja, je izvedba
pravega integrala rac¢unsko zelo potratna. Davidson [27]| predlaga ovrednotenje integrala
s priblizkom - danem vozlis¢u pripiS§emo povprecno vrednost izracunano iz vseh sosednjih
vozlis¢. Tak pristop smo ubrali tudi mi.

2.6 Sistem enacb

Ob koncu poglavja naj si bralec opomore ob branju kratkega razdelka, v katerem bomo
ponovno navedli sistem enacb in modele, ki sestavljajo hitrostno vrtin¢éno simulacijo veli-
kih vrtincev, ki jih bomo nadalje reSevali. Sistem sestavljajo filtrirana enac¢ba kinematike
(2.69) in prenosni enacbi za vrtinénost (2.72) in temperaturo (2.73).
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Enac¢bo kinematike, ki povezuje hitrostno in vrtin¢éno polje za vsako to¢no v kraju in
¢asu, zapiSemo takole
V25 +V x @ =0. (2.69)

V filtrirani ena¢bi prenosa vrtinénosti (2.45) nastopa rotor modela za podmrezno visko-
znost. Ovrednotimo ga s pomodjo nastavka (2.54) in dobimo

V X 7 = V(=1ggsV X @) = VsV X (VX D) + (V X B) X Vrggs. (2.70)

Za zgornje izvajanje smo uporabili pravilo za rotor produkta skalarnega in vektorskega
polja (Skerget [118]). Uporabimo $e enakost (2.43) in koncamo

V X 7 = 1395 V2B + (V X B) X Vg (2.71)

V filtrirano enacbo prenosa vrtinénosti (2.45) vstavimo model za podmrezno viskoznost
(2.71) in dobimo

85 S e\ = = e\
E%—(v-V)w—(w-V)v

Ra
PrRe?

— — 1 — - — =
¥ x T+ (E + usgs> V25 + (V X 3) X Vigge. (2.72)

Ko vstavimo model za rezidualni vrtin¢ni vektor (2.54) v difuzijsko konvektivno ena¢bo
za temperaturo (2.50), dobimo

2yl

ar . - sgs : sgs+ 2.
o (V)T (Repr+ag>VT+VT Vo, (2.73)

Podmrezno viskoznost modeliramo z nastavkom Mansourja in sodelavcev [73] vy =
(CA)>V@ - &. Podmreno difuzivnost pa s predpostavko Hinzeja [50] ays = Vsgs/Pri.
Konstanto modela C' bomo dolo¢ali na ve¢ nacinov:

e (' = 0 za modeliranje laminarnih tokov,
e (' ima stalno, teoreti¢no izra¢unano vrednost,
e (' je ob stenah dusena z Van Driestovo oziroma Piomellijevo dusilno funkcijo (2.56),

e ( je doloCena dinami¢no po Germano-Lilly postopku (razdelek 2.5.1).
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Poglavje 3

Diskretna valéna transformacija za
vektorje poljubnih dolZin

3.1 Uvod

V zadnjih dveh desetletjih smo pri¢a hitremu razvoju val¢ne analize. Novo orodje, ki izvira
iz matematike (Haar [47], Daubechies [25, 26|), je zelo hitro naslo svoje mesto v razli¢nih
vejah znanosti in inZenirstvu. Val¢na analiza se uporablja za zelo Siroko paleto namenov.
Med njimi prednjacijo analiza signalov, stiskanje podatkov in rastrskih slik, reSevanje
parcialnih diferencialnih enacb, reSevanje velikih linearnih sistemov enab (Ravnik, [94,
96]) in statistika. Val¢na analiza je uporabna v tako zelo §irokem obsegu zato, ker omogoca
ve¢ nivojski vpogled v problematiko (Resnikoff in Wells [100]). Veéina struktur, ki jih
najdemo v naravi in v inZenirstvu, pa je ve¢ nivojskih in ¢asovno spremenljivih. Valéna
analiza omogoc¢a hkratno ¢asovno - frekven¢éno analizo (Chan [20]) in je v tem pogledu
naprednejSa od klasi¢nega razvoja v Fourierjevo vrsto.

Algoritmi za stiskanje podatkov temeljijo na razvoju po valénih baznih funkcijah (valé-
kih), ki zberejo ve¢ino energije signala v le nekaj koeficientov. Val€ki so ortogonalne bazne
funkcije za prostor v kvadratu integrabilnih funkcij L?(R). Vsako funkcijo f, f € L?(R),
lahko zapiSemo kot uteZeno vsoto baznih funkcij, valc¢kov. Utezi, s katerimi so pomnozeni
val¢ki v vsoti, so koeficienti valéne transformacije. Po baznih funkcijah lahko razvijemo
tudi vektorje. Koeficiente, ki jih izraGunamo s postopkom val¢ne transformacije, shranimo
v nov valéno transformiran vektor.

Druzin val¢kov, ki so bazne funkcije za prostor, je ve¢. Za vse je znacilno, da jih
dobimo s pomocjo kréenja in pomikanja valCka prototipa, oz. prototipne bazne funkcije
oz. materinskega val¢ka. Materinski valéek je valéek nictega reda. Oznac¢imo ga s 9 ;.
Valcke visjih redov oznacimo s v, kjer je k red valcka, [ pa njegov polozaj. Poleg
materinskega valcka in valckov visjih redov spada v druzino Se merilni val¢ek, navadno
oznacen s ¢o. Merilni val¢ek skrbi za enako merilo oz. red velikosti med funkcijo, ki jo
transformiramo, in valcki.

25
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3.2 Hitra diskretna val¢na transformacija

Algoritem za hiter izra¢un diskretne valéne transformacije je razvil Beylkin s sodelavci
[4]. Uporablja piramidalno shemo za razvoj vektorja dolzine potence $tevila dva v valéni
prostor. Algoritem je napisan za Daubechies |25] valcke z M ni¢elnimi momenti. Vsaka
druzina val¢kov je opisana z 2M koeficienti valénega filtra (h;,g;). Koeficiente je do
M = 10 zapisala Daubechies v ¢lanku iz leta 1988 [25]. Za M = 1 imamo Haarove valcke
(Haar, [47]), ki imajo konstanten merilni valéek in se ne prekrivajo. Haarove valcke, ki jih
bomo kasneje v izrac¢unih uporabljali, smo podrobneje opisali v prilogi A9 na strani 122.

Izberimo vektor diskretnih vrednosti 5° s komponentami s%;k = 1,..., N = 2"L
Algoritem hitre val¢ne transformacije predvideva rekurzivno uporabo naslednjih formul:

C1=2M -
Si; = Z hl3g+2k—2’ (3.1)
=1
Cl=2M )
dgc = Z glsg+2k—27 (3.2)
=1

kjer si in d{; obravnavamo kot periodi¢no ponavljajoca niza s periodo 2"7. Formuli (3.1)
in (3.2) preslikata koeficiente si_l sk=1,...,2" " vy sl ind,sk=1,...,2" . Inverzno
preslikavo (obratno val¢éno transformacijo) dosezemo s

=M k=M
J—1 _ J J
Sk = Z hokSp k41 + Z Gorty i1
k=1 k=1
k=M k=M
j—1 _ J J
4, = Z hok—187 k1 + Z Gor—1y_p iy (3.3)
k=1 k=1
Z rekurzivno uporabo formul (3.1) in (3.2) za vse j = 1,...,n,k = 1,...,2"7 zalensi
s s9,k = 1,..., N lahko izra¢unamo vse s, in d4, s Stevilom operacij, ki je sorazmerno
z N. Ce shranimo dj, in edini element v s7, lahko izratunamo obratno transformacijo z
rekurzivno uporabo formule (3.3) za j =n,n —1,...,0.

3.3 Hitra valé¢na transformacija za vektorje poljubnih
dolzin

Zahteva, da je $tevilo komponent vektorja N potenca $tevilka dva, N = 2"*! je posle-
dica zahteve, da pri transformaciji uporabimo celotne rede val¢kov. Vse valcke dobimo s
pomikanjem in kréenjem materinskega valcka (priloga A9). Valcke reda k& pomikamo v
[ =1,...,2" polozajev. Zagensi z merilno funkcijo in materinskim valékom, ki ima samo
en poloZaj, imamo 2" valckov, ¢e je najvedji red, ki smo ga upostevali, n.

Val¢éno transformacijo bomo uporabili na stiskanje informacij v matrikah integralov,
ki izhajajo iz metode robnih elementov. Zaenkrat pustimo izracun matrik ob strani,
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saj val¢na transformacija lahko stisne katerokoli matriko. Pomembno je le dejstvo, da je
velikost matrik odvisna od racunske mreze. Najve¢ja matrika ima dimenzije Stevilo robnih
vozlis¢ krat Stevilo notranjih vozlis¢. Ker bomo transformirali tako vrstice kot stolpce v
matriki, bi morali ra¢unsko mrezo prilagoditi tako, da bi bilo stevilo notranjih in robnih
vozlis¢ potenca Stevila dva. Tega prakti¢no ni mogoce zagotoviti, ¢e Zelimo vsaj malo
svobode pri izbiri geometrije problema, ki ga obravnavamo. Hkrati ta zahteva pomeni, da
ima vsaka gostejSa mreza dvakrat vecje Stevilo vozlis¢ kot prejsnja. Iz numeri¢nega stalisca
dvakrat vecje Stevilo vozli§¢ pomeni veliko ve¢ racunskega casa. Ta zahteva nam torej
onemogoci, da bi izbrali to¢no doloc¢eno stevilo vozlis¢, ki bi idealno zapolnile razpolozljiv
spomin in procesor.

Naj ima vektor 50 poljubno $tevilo komponent s, k= 1,..., L in naj bo prvo §tevilo,
ki je potenca Stevila dva in je ve¢je od L, enako N. Vektor bomo razsirili z dodatnimi
K = N — L komponentami x;, ¢ = 1,..., K tako, da bo zadnjih K val¢nih koeficientov
d}. pri transformaciji razsirjenega vektorja enakih ni¢. Valéna transformacija razsirjenega
vektorja je:

0 .0 0 0 0
(81752?"'7SL—K+1’:U17SL—K+27:B2’"'7SL7':CK) —

— (s, dy, ... dy,dy, ... dyjy g, 0,...,0), (3.4)

kjer imamo K val¢nih koeficientov enakih ni¢ in L nenicelnih val¢nih koeficientov. Vedno
velja, da je N/2 veje ali enako K, saj je N prvo Stevilo, ki je potenca §tevila dva in
je vedje od K. V primeru K = N/2 imamo trivialen slu¢aj, ko razsirjanje vektorja ni
potrebno, saj ze ima Stevilo komponent enako potenci Stevila dva.
Enacba (3.2) definira vrednosti d}.. Zapisimo jo za j = 1:
1=2M

dllf = Z ng?—‘er—Q? k= 172a7N/2 (35)
=1

kjer je s razirjeni vektor, definiran na levi strani enacbe (3.4). Radi bi dosegli, da bo
zadnjih K val¢nih koeficientov enakih ni¢. To bo res, ¢e bodo komponente razsirjenega
vektorja x; izbrane kot reSitev naslednjega sistema enacb:

1=2M
dy =" as)iono =0, k=N/2-K,...,N/2 (3.6)
=1
kjer s = (9,89, ..., 8Y ki1, 01,80 _ji0, oy ..., S), xk). Sistem (3.6) ima K enalb za xy
(k=1,...,K) neznank. Je M zgornje diagonalni sistem, pri katerem so od ni¢ razli¢ni

elementi samo na M zgornjih diagonalah. Na primer, za M = 3 in K = 6 je sistem
takSen:

g1 96 0 0 O T
92 91 g6 0 0 T

9o

0

0 0 g2 g2 g6 0 | | 3 5
0 R (3.7)
0

0

0 0 g2 914 9s Ty
0 0 0 g 94 Ts
0 0 0 0 g2 Tg
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28 3 Diskretna valéna transformacija za vektorje poljubnih dolzin

pri ¢emer je desna stran R enaka

R, = { _Ez 1 92i— 189\/ 2K Lok k< K—(M-1) (3.8)
_Zz 1 92i— 15(])\7 2K —1+k+i Zz 2a+1 9iS z 2a k>K — (M_ 1) ’

ina=M-—[k—{K—(M-1)}|. Resitev linearnega sistema enacb (3.6) dobimo rekurzivno
tako, da resimo enacbo za zadnjo neznanko xx najprej. Uporabimo naslednjo formulo:

g2

L {Rk — S KF g2z‘+2$k+i} k>K—(M-1)°

g2

o = { - {sz -k, 92i$k+i—1} E<K-—(M-1) (3.9)

za k= K, K —1,...,1. Regitev (3.9) sistema (3.6) je e posebej preprosta za Haarove
valcke, (M = 1,91 = —g2), namre¢

T = 8) s k=1,...,K,M =1. (3.10)
Ocenimo velikost koeficientov zj za Daubechies valtke (M > 1). Ker formulo (3.9) upo-
rabljamo rekurzivno, velja priblizno z,_; ~ 2. Torej je velikostni red O(z;) ~ (L)X.

g2 g2
Absolutna vrednost valénega koeficienta g, = 0.22 za M = 2 in se hitro zmanjsuje, ko M

nara$¢a (Daubechies [25]). Zaradi tega je z; zelo veliko §tevilo za skoraj vsako kombina-
cijo K in M > 1, in jo kmalu ne moremo zapisati z ra¢unalnikom v dvojni natanénosti (s
64 biti). Daubechies val¢ke (M > 1) lahko torej uporabljamo samo, ¢e je K dovolj maj-
hen. V praksi to pomeni, da lahko razgirjamo vektor za samo nekaj dodatnih koeficientov.
Zaradi te omejitve, ki velja za Daubechies valtke (M > 1), smo se odlo¢ili uporabljati
Haarove valcke, kjer te omejitve ni.

3.4 Haarova diskretna valéna transformacija za vek-
torje poljubnih dolzin

V tem razdelku bomo vpeljali algoritem za izvedbo diskretne Haarove valéne transforma-
cije za vektorje poljubnih dolzin. Uporabili bomo matri¢no obliko zapisa transformacijske
matrike namesto piramidalne sheme predstavljene zgoraj. Imenujmo Haarovo valéno ma-
triko s H. Vpeljali smo jo, skupaj s Haarovimi valéki, v prilogi A9 na strani 122. Matrika
H je kvadratna s 2Fmest1 x 2kmaztl elementi in vkljucu3e vse valcke do reda kmax V4
mnoZenjem z val¢no matriko Zelimo transformirati vektor f z N komponentami. Stevilo
komponent N naj bo vecje od 2¥me= in hkrati manjge od 2¥mes*1 Vedno lahko izberemo
tak k..., da bo ta neenakost drzala.

Vektor z N komponentami bomo razsirili na 2#me=*! komponent na tak naéin, da bo
transformiran vektor f =H f imel samo N od ni¢ razlicnih komponent. RazSirimo ga
tako, da podvojimo zadnje komponente (glej ena¢bo (3.10)). Valcki najvisjega reda v
spodnjem delu matrike Haarove transformacije imajo samo dva od ni¢ razli¢na elementa,
ki sta enake velikosti a nasprotno predznacena. Ko te vrstice mnozimo z vektorjem s
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3.4. Haarova diskretna val¢na transformacija za vektorje poljubnih dolzin 29

podvojenimi komponentami, dobimo vrednost ni¢. RazSirjanje je linearen postopek in ga
lahko zapiemo v matri¢ni obliki £f = f. Raziritvena matrika F ima 2Fma=+1 yrstic in
N stolpcev. Oglejmo si primer razsirjanja za N = 5 in k,q, = 2 :

10000 fi
01000 f
00100 2 fs
= 00100 3 -
Ef =10 0010 f3:f4 = 1. (3.11)
00010/ | 4
00001 fs fs
00001 fs

Ko delujemo s Haarovo transformacijsko matriko H na razsirjeni vektor f., dobimo val¢no
transformiran vektor, ki ima samo /N od ni¢ razli¢nih komponent:

— — A ~ A ~ ~ T N
HEf = Hf. =|fi, fa, fs, fi, £,0,0,0] = f.. (3.12)
Ker so vse ( fe)Z komponente za ¢ > N enake ni¢, lahko vpeljemo linearno operacijo

skréenja C, ki preoblikuje f. v f s tem, da odreze zadnje ¢lene, ki so enaki ni¢. Operator
C' v matri¢ni obliki se za na§ primer zapiSe

fi
10000000]|% fi
o Jotoo0o0o000| | B A
CHEf=Cf.=|0 0100000 |f|=|f|=F (3.13)
00010000 J(‘)B fi
00001000} £
0

Matri¢ni produkt CHFE je kvadratna matrika z N x N elementi. Tako spremenjena
Haarova transformacija oziroma CHE transformacija deluje na vektor poljubne dolzine
f =CHE f Inverzno CHE transformacijo dobimo, ¢e transformiran vektor pomnoZimo
z inverzno matriko (CHE)™%:

f=(CHE)"\f=ETH"C"J, (3.14)
(CHE) Y (CHE) = E"'HTCTCHE = I, (3.15)

kjer je E~' matrika, ki skraj$a vektor z odstranitvijo podvojenih komponent, H' je
transponirana Haarova valéna matrika in C7 je transponirana C matrika, ki razsiri vektor
z dodajanjem nicel. Matrike C,CT, E in E~! so identitete, ¢e je dolZzina vektorja enaka
dimenziji valéne matrike N = 2kmaz+1,
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30 3 Diskretna valéna transformacija za vektorje poljubnih dolzin

CHE transformacija je Se vedno Haarova val¢na transformacija. Razlikuje se v tem,
da pred Haarovo transformacijo spremenimo vektor na tak nacin, da ravno pravo Stevilo
komponent transformiranega vektorja postane enako ni¢. Ker nicel ne shranjujemo, je mo-
goCe uporabiti CHE transformacijo na vektorju poljubne dolzine in dobiti transformiran
vektor enake dolzine.

3.5 Izracun produkta matrika-vektor s pomocjo val¢ne
transformacije

Denimo, da zelimo izracunati produkt zelo velike matrike z vektorjem. Matrika je tako
velika, da je ni mogoce shraniti v racunalniski spomin. V ¢asu pisanja te disertacije so
bili avtorju na voljo ra¢unalniki s 1Gb spomina. Matrike integralov, ki jih potrebujemo
v metodi robnih elementov so pri gostejsih mrezah zlahka presegale to velikost. Produkt
matrike a z vektorjem f bomo izvedli tako, da bomo stolpce in vrstice matrike valéno
transformirali, zanemarili po absolutni vrednosti majhne elemente in izpraznjeno matriko
shranili z metodo strnjenih vrstic (glej prilogo A14).

Naj bo W matrika valéne transformacije. Mi smo uporabljali W = CHE, vendar
izvajanje v tem razdelku velja za poljubno matriko val¢ne transformacije. Z uporabo
definicij valéne in obratne valéne transformacije ter zaradi ortonormiranosti valéne matrike
W velja

af =W (Waf) =W" | WaW' Wf| =w" @v\vff = w7 (af), (3.16)
a f

kjer smo vpeljali valéno transformirano matriko a = WaW?. MnoZenje matrike z valéno
matriko iz leve transformira stolpce, medtem ko mnoZenje s transponirano val¢no matriko
iz desne transformira vrstice. Zgornja enacba (3.16) pravi, da matri¢no vektorski produkt
s pomocjo val¢éne transformacije izracunamo tako, da

e izracunamo val¢no transformacijo vektorja: f =W j?,
e izratunamo valéno transformacijo matrike a = WalW/ 7,
e zmnozimo valéno transformirano matriko z val¢no transformiranim vektorjem ter
e naredimo obratno val¢no transformacijo produkta.
Z opisanim postopkom dobimo natan¢no enak rezultat, kot z direktnim mnoZenjem ma-

trike z vektorjem. Znadilnost valéno transformirane matrike a je, da vsebuje ve¢ino in-
formacije v velikih elementih, medtem ko je prispevek majhnih zanemarljiv. Zelo velik
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3.5. Izra¢un produkta matrika-vektor s pomocjo valéne transformacije 31

delez elementov v matriki je mogoce zanemariti, ne da bi bistveno pokvarili natan¢nost
izratunanega produkta. Bucher et al. [16] je predlagal slede¢i na¢in zanemarjanja

Gt G| >
zanemarjanje(a) = { Q(l)]" Lgizcjlr_ ¢ (3.17)

Na tem mestu se je potrebno odlociti za prag (. V tem delu bomo opisan algoritem
uporabili na matrikah integralov, ki izhajajo iz metode robnih elementov. Integrali so
odvisni od strukture mreze, na kateri izvajamo numeri¢no simulacijo. Mreze, ki smo jih
uporabili, so razli¢nih oblik in velikosti, zato je tezko doloc¢iti univerzalno vrednost za
prag ¢. Odlocili smo se, da bo prag dolo¢en kot delez povpre¢ne vrednosti absolutnih
vrednosti vseh elementov v matriki. Naj bo m povprecna vrednost absolutnih vrednosti
vseh elementov v matriki dimenzij N x N:

1 .
i

Prag za zanemarjanje elementov v enacbi (3.17) vpeljemo kot ¢ = xkm. Faktor x smo vpe-
ljali z naslednjim razlogom. IzkaZe se, da je relativna napaka, ki jo storimo pri matri¢no
vektorskem produktu izra¢unanim s pomodjo val¢ne transformacije, priblizno linearno od-
visna od « in eksponentno odvisna od Stevila zanemarjenih elementov v matriki. Uporaba
faktorja x ima tri prednosti pred podajanjem Stevila elementov za zanemarjanje:

e Algoritem za zanemarjanje je preprosteje izvesti. V primeru podanega Stevila ele-
mentov je potrebno elemente razvrstiti po velikosti oziroma uporabiti metodo stre-
ljanja za dolocitev pragu (.

e Napaka z val¢no transformacijo izra¢unanega produkta matrike z vektorjem je pribli-
7no linearno odvisna od faktorja x in eksponentno odvisna od $tevila zanemarjenih
elementov.

e Napaka je priblizno enaka pri danem  ne glede na velikost matrike, medtem ko
napaka pri fiksnem delezu zanemarjenih elementov z ve¢anjem matrike pada.

Ta postopek smo uporabili pri reSevanju enacbe kinematike z metodo robnih elementov.
Nacin in implementacija sta podrobneje zapisana v naslednjem poglavju. Algoritem za pa-
ralelen izrac¢un in zanemarjanje val¢no transformirane matrike pa smo zapisali v poglavju
4.

Glavna skrb pri razvoju in uporabi algoritma, ki s stiskanjem izgublja informacije,
je ohranitev pravilnosti izracunanega matri¢no vektorskega produkta. V poglavju 5 smo
natan¢nost merili z mnozenjem z nakljuénimi vektorji in primerjali simulacije tokov s
preverjenimi reSitvami.
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Poglavje 4

Numeriéne metode

4.1 Izbira numeri¢ne metode

Izvirna zelja avtorja je bila resitev simulacije velikih vrtincev v hitrostno vrtinénem zapisu
z metodo robnih elementov. Tu smo naleteli na dve zelo nasprotujoci si zahtevi. Sama
simulacija velikih vrtincev zaradi fizikalnih predpostavk, na katerih temelji, zahteva zelo
goste racunske mreze. Na drugi strani pa metoda robnih elementov zahteva izra¢un zelo
velikega Stevila integralov. Stevilo integralov, ki jih moramo izracunati, se povecuje s
kvadratom $tevila vozlis¢ v racunski mrezi. Ker je integracija racunsko preve¢ potratna,
da bi jo izvajali med vsako iteracijo nelinearnega algoritma, moramo integrale shraniti v
delovni spomin ra¢unalnika. Ob ¢asu pisanja te disertacije so imeli ra¢unalniki navadno
1Gb delovnega spomina. Predpostavimo mreZo s 2 - 10° vozliséi. Hranjenje matrike s
4 - 10 elementi zahteva priblizno 300Gb spomina, kar je odlo¢no preve¢, tudi ¢e bi
algoritem lahko idealno paralelizirali. Zato smo se odlo¢ili, da bomo metodo robnih
elementov uporabili samo tam, kjer je najbolj potrebna. V hitrostno vrtin¢ni formulaciji
povzroca velike preglavice pravilna dolo¢itev robnih vrtinénosti (Brown et al. [15], Dennis
[30], Shen et al. [111] in Young et al. [145]). Z uporabo metode robnih elementov na
enacbi kinematike teh tezav ni. Odlocili smo se, da bomo reSevali ena¢bo kinematike
za rob obmoc¢ja z metodo robnih elementov, ostale enac¢be pa s sicer manj natanc¢no, a
spominsko manj potratno metodo kon¢nih elementov. Enac¢ba kinematike je Poissonovega
tipa. ResSitev Poissonove enac¢be samo za rob obmocja z metodo robnih elementov zahteva
matriko integralov velikosti Stevilo notranjih vozlis¢ krat Stevilo robnih vozlis¢. Ocenimo,
vseh vozlisé. Torej ima matrika 4 - 10% elementov in zahteva priblizno 3Gb. Tudi ta
vrednost je prevelika, zato smo to matriko stisnili z val¢no transformacijo.

V nadaljevanju poglavja bomo podali razlago valéno stisnjene metode robnih elemen-
tov za reSitev roba iz enacbe kinematike, metode kon¢nih elementov za reSitev notra-
njosti iz enacbe kinematike in metodo konc¢nih elementov za prenosni enacbi. Ob koncu
bomo podali serijski algoritem reSevanja, algoritem na podlagi algebrajske paralelizacije
in algoritem, v katerem kombiniramo algebrajsko paralelizacijo s paralelizacijo s pomocjo
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podobmodij.

4.2 Val¢no stisnjena metoda robnih elementov za enac¢bo
kinematike

Enacba kinematike (2.35), ki jo tem razdelku reSujemo z val¢no stisnjeno metodo robnih
elementov, je elipti¢na enacba Poissonovega tipa. Izpeljavo integralske oblike Poissonove
enatbe smo povzeli po Wroblu [142] v prilogi A1l na strani 128. Nadaljno izpeljavo
sledimo po Wu in Thompson [143] ter Skerget et al. [119]. Za enatbo kinematike lahko
na podlagi splosne integralske oblike (A11.12) piSemo

c(€)T(E) + / F(7t - V)urdl = / (7 - V)T + / (V xDudQ, €el  (4.1)
r r Q
kjer je u* fundamentalna reSitev Laplaceove enacbe. Izpeljali smo jo v prilogi A10 na strani

126 (u* = 4= v 3D, u* = 5~ In* in 2D). Normalo smo oznadili z 7, ¢ je izvorna totka

in ¢(€) je geometri¢ni faktor. Obmo¢ni integral na desni strani enatbe (4.1) prepiSemo z
definicijo rotorja produkta, V x (Gu*) = (V x Q)u* — & x Vu*, v

/Q (V x B)urdQ) = /Q (¥ x (Bu*))dQ + /Q (@ x Vur)ds. (4.2)

Prvi obmo¢ni integral na desni strani (4.2) spremenimo v robnega z Gaussovim diver-
gen¢nim stavkom (A2.3) in dobimo:

/ (V x D)urdQ) = — / (Bu*) x fdT + / (& x Vur)de. (4.3)
Q r Q

Ko izraz za obmo¢ni integral (4.1) uporabimo v enac¢bi (4.3), dobimo novo obliko enabe
kinematike

(@) + [T Vyudr =

r
/F w {(i- V)T - T x i} dl + /Q (@ x Vur)dQ. (4.4)

Izraz v zavitih oklepajih v robnem integralu na desni strani enacbe (4.4) je za solenoidalno
tekocino enak

(- V)T —@Gx7i=(ixV)xd. (4.5)
Dokaz zgornje enakosti smo v komponenti obliki podali v prilogi A3 na strani 113. Zvezo
(4.5) uporabimo v enac¢bi (4.4) in jo preoblikujemo v

/u*(ﬁ X V) x 7dl" = /(ﬁ x V) x (Gu*)dl + / T x (7 x V)u*dr. (4.6)
r r r

Prvi integral na desni strani zgornje enacbe je enak ni¢, kar lahko pokazemo z uporabo
Gaussovega divergen¢nega stavka. Ko vstavimo ena¢bo (4.6) v (4.4) dobimo integralsko
obliko enacbe kinematike, ki ne vsebuje odvodov hitrostnega in vrtinénega polja:

c(€)T(€) + /F (it -V )urdl = /F T x (7 x V)urdl + /Q @ x Vur)dQ.  (47)
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Zgornja enacba povezuje hitrost v izvorni tocki s hitrostjo na robu obmocja in vrtinéno-
stjo v obmocju. Ce privzamemo, da vrtinénost poznamo s pomocjo prenosne enacbe za
vrtinénost vidimo, da ena¢bo (4.7) lahko uporabimo za implicitni izra¢un hitrosti na robu
in nato za eksplicitni izra¢un hitrosti v obmodju.

V integralski enacbi (4.7) nastopajo tako robni kot obmo¢ni integrali. Zato je za
prehod do diskretne oblike potrebno diskrezitirati rob in obmocje na robne elemente in
notranje celice. Rob I' razdelimo na E robnih elementov I'., obmocje €2 pa razdelimo na

C' obmo¢nih celic €2, z
c

r~>Tr, Q~YQ. (4.8)

e=1 c=1
Tipe in na¢in diskretizacije smo podrobneje opisali v prilogi A4 na strani 114. Enacbo
(4.7) tako lahko aproksimiramo z vsotami

A7) + 3 / i Vyutdr =
i / T x (7 x V)udl + fj /Q (@ x Vur)dS). (4.9)

Znotraj vsakega robnega elementa in notranje celice aproksimiramo funkcije polja z rob-
nimi N? in obmoé¢nimi N interpolacijskimi funkcijami:

Ny . No .
= = = =t
v=> vN}, &=> & NP, (4.10)
i=1 i=1
kjer sta n, in n, Stevili vozlis¢ v robnem elementu in obmocni celici. Razli¢ne vrste
interpolacijskih funkcij so nanizane v prilogi A4. Vecino izra¢unov smo naredili s tri

tockovnimi paraboli¢nimi robnimi elementi in devet tockovnimi Lagrangeevimi notranjimi
celicami. Ko vstavimo priblizke (4.10) v enacbo (4.9) dobimo

NE(i - ﬁ)u*dr) -

e=1i=1 Le
E ne. . C no — .
S SF (/ N (i x V)u*dF) LY ST x (/ NﬁW*dQ) . (4.11)
e=1i=1 Te =1i=1 Qe

V zgornji enacbi so trije tipi integralov. V vseh je integrand odvod fundamentalne resitve
pomnozen z interpolacijsko funkcijo in enotsko normalo. Vrednosti integralov so odvisne
samo od racunske mreze in izbranih interpolacijskih funkcij. Torej jih lahko izra¢unamo
vnaprej, pred zacetkom iterativnega postopka, s katerim reSujemo nelinearen sistem enacb.
Integrale navadno imenujemo h; ., fzfe in CZ;"c:

hie = [ NEGE-Vywrdr, B = [ NP Vyr,
Te ’ Te

d,, = / NOVu*dQ. (4.12)
Qe
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Za izra¢un integralov smo uporabili Gaussovo integracijo v polarno transformiranem za-
pisu. Uporabili smo algoritem, ki ga je opisal Zagar [152, 153|. Z novimi ozna¢bami za
integrale (4.12) diskretno obliko enac¢be kinematike prepiSemo v

E nq E n. . C no . .
cOTE)+ DN Thie =337 xhl +3 > & xd. (4.13)
e=1i=1 e=11i=1 c=1i=1

Robni pogoji pri izracunih, ki so bili opravljeni v tem delu, so predpisana hitrost
na robu. Da bi dobili nesingularen sistem enacb za robne vrtincnosti (Skerget et al.,
[121]) moramo uporabiti tangentno obliko enac¢be. Enacbo (4.13) vektorsko pomnozimo
z enotsko normalo v izvorni tocki:

E n, |
c(&)i(€) x T(E) + &) x DY Thy, =
e=11i=1
7i(€) x inzvj x ht, + 7€) x i 3 xd,. (414

e=11i=1 c=1i=1

Do sem je izpeljava splosna, velja tako v treh kot v dveh dimenzijah. Omejili se bomo
na dve dimenziji. Tekocina tece v ravnini x — y. V smeri z si obmocje predstavljamo

neskonc¢no §iroko, tako da iz te smeri ni vplivov in v tej smeri ni komponente hitrosti 7, =

oy _

Pe — () in F% =0 in s tem zaradi definicije

0z
vrtin¢nosti (je enaka rotorju hitrosti) ugotovimo, da ima vrtinénost od ni¢ razliéno samo

0. Ker ni sprememb hitrosti v z smeri velja

z komponento & = (0,0,.) = @ in jo lahko obravnavamo kot skalar. Ker obravnavamo
hitrost na robu, je ugodno vpeljati normalno v,, = n,7, + n,v, in tangentno v; = n,v, —
n,U, hitrost. Natancéneje smo normalo in tangento vpeljali v prilogi A3 na strani 113.
Tudi vektor integralov h! ima v dveh dimenzijah samo eno komponento razli¢no od nic in
ga bomo obravnavali kot skalar h’.

Ko vektorske produkte v ena¢bi (4.14) izra¢unamo in jo poenostavimo v dve dimenziji,
dobimo samo eno netrivialno izpolnjeno enacbo in sicer v z smeri:

E ny E ny C ne
(&) + DD Vhie ==Y > bl 4+ > @ (nydf, + nyd). (4.15)
e=1i=1 e=1i=1 c=11i=1

Enacba povezuje hitrost v izvorni tocki z normalno in tangentno hitrostjo na robu in
vrtin¢nostjo po celem obmocju. Ko izvorno tocko ¢ postavimo v vsa robna vozlisca,
dobimo sistem enacb, ki povezuje E - n, hitrostnih komponent normalnih na rob, E - n,
hitrostnih komponent tangentnih na rob in C - n, vrtin¢nosti v obmocju in na robu.
Vendar, ker uporabljamo zvezne robne elemente in obmocne celice, se vozlis¢a nahajajo
tudi na robovih elementov in celic (glej prilogo A4). Zato je Stevilo neznank na robu
enako Stevilu robnih vozIlisc.

Sistem enac¢b bomo zapisali v matri¢ni obliki. Neznanke zlozimo v vektorje. Vektorja
normalnih in tangentnih hitrosti v} — {v,}, v\, — {v, } imata toliko komponent, kolikor je
robnih vozlis¢é. Vrtinénosti zloZzimo v dva vektorja: prvi vsebuje samo vrtinénosti na robu
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Wier — {@"}, drugi pa samo vrtin¢nosti v obmo&ju @i o\ — {@?\'}. Na enak nacin
zlozimo integrale v matrike, pri ¢emer jih v posameznih vozlis¢énih tockah seStevamo. Ce
postavimo robne vrtin¢énosti na levo stran enacbe, se v matri¢no vektorski obliki enacba
(4.15) zapise

(D@} = ([C] + [H]) {we} + [H v} — [DPHD™VY. (4.16)

Matrike integralov [D'], [C], [H] and [H'] so kvadratne, polne in nesimetri¢ne. Stevilo
vrstic in stolpcev je enako Stevilu robnih vozlisc. éeprav so te matrike polne, ne zah-
tevajo zelo veliko pomnilnika, saj je Stevilo robnih vozlis¢ za ve¢ redov velikosti manjse
od $tevila obmoénih vozlisé. Na drugi strani je matrika [D\I] pravokotna in tudi polna
in nesimetri¢na. Njeno Stevilo vrstic je prav tako enako Stevilu robnih vozlis¢, Stevilo
stolpcev pa je enako Stevilu obmocnih vozlis¢. Shranjevanje te matrike zahteva izredno
veliko pomnilnika.

Prav za reSitev tega problema s pomnilnikom smo razvili val¢no transformacijo za
vektorje poljubnih dolzin, ki je opisana v poglavju 3 in je bila tudi Ze objavljena v Ravnik
et al. [96]. S pomod&jo valtne transformacije bomo izracunali samo produkt [D\F{TI\ '}
saj ostale matrike zahtevajo za ve¢ redov velikosti manj pomnilnika. Integrali, ki jih
izracunamo pri sestavljanju matrike [D®\], so integrali odvodov fundamentalne resitve,
pomnozeni z interpolacijskimi funkcijami. Odvodi fundamentalne reSitve so singularni v
izvorni tocki in nato zelo hitro padajo. Tako pri¢akujemo, da bo matrika imela zelo velike
vrednosti na diagonali in zelo majhne na ostalem delu. Ker so Haarovi valcki stopnicaste
funkcije, zelo dobro opiSejo hitre spremembe v velikosti elementov v matriki.

Naj bo W matrika valéne transformacije za vektorje poljubnih dolzin. Razlaga, kako
jo sestavimo in kako transformacijo numeri¢no izvedemo, je podana v poglavju 3 in v
Ravnik et al. [96]. Ker je produkt valéne matrike in njene transponiranke enak identiteti,
velja

(DN YN} = WT(W[DRWT W {\)). (4.17)

D]

Val¢no stisnjeno matriko integralov
[DIN] = WD W T (4.18)

izra¢unamo samo enkrat, pred zacetkom iterativnega postopka. Po absolutni vrednosti
majhne elemente v matriki [DSV\F] lahko zanemarimo, ne da bi izrazito poslabsali natanc-
nost matri¢no vektorskega produkta v enac¢bi (4.17). Preostalo, sedaj izpraznjeno matriko
integralov, zapiSemo z metodo strnjenih vrstic. Podrobneje smo metodo strnjenih vrstic
opisali v prilogi A14 na strani 140.

Valéno stisnjen produkt matrike z vektorjem je potrebno izvesti med vsako iteracijo
nelinearne zanke. V primerjavi z mnoZenjem polne nestisnjene matrike z vektorjem valéni
izrac¢un zahteva, poleg mnoZenja prazne matrike z vektorjem, Se dva dodatna produkta
praznih matrik z vektorjema - valéno transformacijo vektorja vrtinénosti W{w\'} in
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obratno valéno transformacijo zmnozka stisnjene matrike z valéno transformirano vrtiné-
nostjo WT([D%\F]W{EQ\F }). Navkljub temu, da moramo izvesti tri mnozenja praznih
matrik z vektorjem, je Stevilo potrebnih operacij Se vedno veliko manjSe, kot pri enem
produktu polne matrike z vektorjem. Torej val¢no stisnjen matri¢no vektorski produkt,
poleg izrednega prihranka pomnilnika, prinese tudi rahlo skrajSanje ra¢unskega casa.

Uc¢inkovitost val¢no stisnjenega izra¢una produkta (4.17) smo dokazali in preverili v
poglavju 5 na primerih laminarnih tokov pri visokem Reynoldsovem Stevilu.

Kon¢na diskretna oblika enacbe kinematike za izra¢un robnih vrtinénosti na podlagi
val¢no transformirane metode robnih elementov se glasi

(D@} = (O] + [H]) o} + [H' v} = W ([DR" W {z"\Y) - (4.19)

Za reSitev sistema linearnih ena¢b (4.19) smo uporabili direktni solver z zgornje spodnjo
(LU) dekompozicijo (Press et al. [89]). Ker se sistemska matrika [D'] ne spreminja,
sistem pa moramo resiti ve¢ stotisockrat, izvedemo LU dekompozicijo samo enkrat pred
iterativnim postopkom in tako dosezemo, da je racunski Cas za reSitev sistema krajsi kot
Cas, potreben za izrac¢un vektorja na desni strani sistema.

4.3 Metoda konénih elementov za enac¢bo kinematike

7. metodo robnih elementov smo enac¢bo kinematike resili za rob. Tako poznamo tako
hitrost kot vrtinénost na robu. Naslednji korak v algoritmu je izracun hitrosti v notranjosti
obmocja tudi s pomocjo enacbe kinematike. Metoda robnih elementov opisana zgoraj,
z znanimi vrednostmi na robu omogoca ekspliciten izracun hitrosti v obmocju. Zal ta
zahteva matriko integralov velikosti kvadrat vseh vozlis¢. Pri vecjih mrezah, ki jih bomo
uporabili v tem delu, je tak izra¢un neizvedljiv.

Po komponentah zapisana enacba kinematike je Poissonova enacba za skalarno polje.
Ker smo vrednosti na robu izracunali s pomoc¢jo metode robnih elementov, jim lahko
predpiSemo Dirichletove robne pogoje. Enacbe za vsako komponento posebej resimo z
metodo konc¢nih elementov. Ker bomo Poissonovo enac¢bo za skalarno polje v tem delu
reSevali veckrat, smo izpeljavo za poljubno skalarno polje podali v prilogi A12, na strani
132.

Spominska zahtevnost metode konc¢nih elementov raste linearno s Stevilom vozlisé,
zato jo lahko uporabimo tudi pri zelo gostih mrezah.

4.4 Enacba prenosa vrtin¢nosti
Enacba prenosa vrtin¢nosti (2.72)

a_5+(
ot

Ra
PrRe?

V)T —

€1

V)@ = (

<l

Y x TG + <§ + ysgs> V25 1 (V x 3) x Vg (4.20)
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povezuje filtrirano vrtin¢no in hitrostno polje. ReSevali jo bomo v dveh dimenzijah. Iz-
beremo, da tok tece v ravnini x — y in da gravitacijski pospesek deluje v negativno smer
y; § = (0,—1). Zaradi definicije vrtin¢nosti ima v tem primeru vektor vrtinénosti od nié¢
razli¢no komponento samo v z smeri. Lahko jo obravnavamo kot skalar @w. Pri prehodu
na dve dimenziji ugotovimo, da ima enatba (4.20) netrivialno samo enatbo v z smeri.
Operator nabla je dvodimenzijski; V = (9/8z,0/dy). Clen, ki razteguje in vrti vrtince
(& - V)v odpade. Zadnji ¢len na desni strani pa je v dveh dimenzijah enak

0 0
(V X 3) X Vrggs = 0 = 0 (4.21)
8_5 al’sgs + 8_w 8ngs ﬁw . 6]/
Ox Ox oy Oy 595

S tem se z komponenta enacbe (4.20) zapiSe

8w+(— ﬁ)_— Ra @ <i
ot v PrRe? Oz Re

Reynoldsovo Stevilo je konstanta, zato zadnja dva ¢lena na desni strani zgornje enacbe

+ l/sgs> Vi + Vo - ﬁl/sgs. (4.22)

lahko zdruzimo in dobimo

ow - 1 o Ra 0T
o + (- V)w =V- {(Re + ngs)Vw} + iR O

skalarno difuzijsko advektivno parcialno diferencialno enac¢bo z akumulacijskim in advek-

(4.23)

tivnim ¢lenom na levi in difuzijskim ¢lenom ter izvori na desni strani. Enacba je zapisana
za dve dimenziji, vrtin¢nost je skalar, teza pa deluje v nasprotni smeri osi y.

Zgornja difuzijsko advektivna parcialna diferencialna enacba je po ¢lenih zelo podobna
energijski enacbi, ki jo bomo obdelali spodaj. Obe bomo resili z metodo kon¢nih elemen-
tov, zato smo reSevanje difuzijske advektivne parcialne diferencialne enac¢be za poljubno
skalarno polje z metodo konénih elementov opisali v prilogi A13 na strani 137.

4.5 Energijska enac¢ba

Tudi energijsko enacbo (2.73)

oTr N 1 5
4.24
S+ @V = (RP +asgS>VT+VT Ve, (4.24)
zapiSemo v dveh dimenzijah in jo preoblikujemo
ol - = — = 1 L
U T=V . |(—— T|. 4.2
LR RN o

v skalarno difuzijsko konvektivno prenosno enatbo za temperaturo (4.25). Cleni so enake
oblike kot ¢leni v prenosni enacbi za vrtin¢énost (4.23), zato ju opraviceno lahko resujemo
na enak nacin s pomoc¢jo metode kon¢nih elementov. Metoda je podrobno obrazlozena v
prilogi A13 na strani 137.
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4.6 Izracun tlaka na robu z metodo robnih elementov

Tlak v hitrostno vrtinénem zapisu ni del sistema enacb. Ce nas zanima, ga ra¢unamo
ob koncu nelinearne zanke za ¢asovni korak iz filtriranega hitrostnega in temperaturnega
polja. Tla¢na enacba (2.53) je Poissonovega tipa. Izpeljavo integralske oblike Poissonove
enacbe (A11.12) smo povzeli po Wroblu [142] v prilogi A1l na strani 128. Za tla¢no
enacbo se zapise:

c(Ep(E) + / Jurdl = / ¥)pdl — / V. f)utdo. (4.26)

Obmo¢ni ¢len v enachi (4.26) preoblikujemo s pomo&jo vektorske enakosti (V - fp) =
V- (fyu*) = f, - Vu* in Gaussovega stavka (A2.1) v

A&p(@) + [ Fyurar = [w - Dypdr — [ fuar+ [ - Fudo. @.21)

Zaradi definicije (2.51), ki pravi, da je f, enak gradientu tlaka, velja na robu: 7 - ﬁ, =
(7i- V)P in s tem se robna integrala na desni strani enacbe (4.27) odstejeta. Kon¢amo z
enacbo

c(E)p(E) + / 7 V)urdl = / T - Vurdo. (4.28)
Robni pogoj, ki smo ga uporabili pri izpeljavi, je do konstante nedoloc¢en. Tudi robni
integral v enacbi (4.28) je do konstante nedolocen, kar dokazemo z Gaussovim stavkom

/F (7t - V)urdl = /Q V2urdQ = 0. (4.29)

Resitev enacbe (4.28) je mogoca le, ¢e v enem izmed vozlis¢ izberemo referencni tlak,
torej p = 1.

V integralski enacbi (4.28) nastopajo tako robni kot obmo¢ni integrali. Zato je po-
trebno za prehod do diskretne oblike diskretizirati rob in obmocje na robne elemente in
notranje celice. Rob I' razdelimo na F robnih elementov ['., obmocje €2 pa razdelimo na
C obmocnih celic 2, z I = Zle r.,Q =~ 200:1 (2. na enak nacin, kot smo to storili pri
enalbi kinematike. Diskretizirana oblika ena¢be (4.28) je

ﬁ\ ~»

c(E)p(€) +Z / p(fi - V)urdl = Z / 7 VurdQ. (4.30)

Znotraj vsakega robnega elementa in notranje celice aproksimiramo funkcije polja z rob-
nimi N in obmoénimi NP interpolacijskimi funkcijami:
p= Z]_?iNzR’ fp = Z f;NZO (4.31)
i=1 i=1
Z nastavkoma (4.31) integralsko tla¢no enabo prepisemo v
E n,

&)+ X7 (/ NE(ii -V *dr) ZC:an (/QcNioﬁu*dQ). (4.32)

e=1i=1 c=11=1
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Integrala v zgornji enacbi sta odvisna samo od geometrije mreZe in sta enaka integralom,
ki nastopajo pri reSitvi enacbe kinematike. Imenujemo ju na enak nacin h; . in d;

hie = | Nf(-Vurdr,  di, = / NPVu*dQ) (4.33)
Qe

Ie
in z njima zapiSemo kon¢no diskretno obliko tla¢ne enacbe

E ng, C no

— — — —

c(OPE) + DD P hie=>>"f1 - di. (4.34)

e=1i=1 e=11i=1

Sistem enacb za robne vrednosti tlaka dobimo, ko izvorno tocko 5 postavimo v vsa robna
vozlis¢a. V dveh dimenzijah imamo dve matriki obmocnih integralov velikosti Stevilo
robnih vozlis¢ krat Stevilo vseh vozlisé. K sreci tlak ni vkljucen v nelinearni sistem enacb,
ampak ga izracunavamo samo po potrebi iz Ze izrac¢unanega hitrostnega in vrtin¢nega
polja. Ker ni v zanki, je potreben izracun tlaka samo enkrat na Casovni korak, izvesti
pa ga je mogoce tudi po koncani simulaciji iz rezultatov. Pri gostih mrezah sta matriki
obmoc¢nih integralov preveliki za shranjevanje v spominu, zato takrat integrale ra¢unamo
sproti za vsako robno vozli§¢e posebe;j.

4.7 Izracun tlaka v obmocju z metodo konc¢nih elemen-
tov

Tla¢na enacba (2.53) je Poissonovega tipa. Z metodo robnih elementov smo izrac¢unali
tlak na robu. Ceprav metoda robnih elementov omogoca ekspliciten izracun tlaka v
obmodju, ga ne moremo uporabiti, saj pri gostih mrezah zahteva zelo veliko matriko
integralov. Velikost matrike integralov raste s kvadratom Stevila vseh vozlis¢. Podobno
kot pri reSevanju enacbe kinematike za notranje hitrosti, se tudi tu zatetemo k metodi
kon¢nih elementov.

Imamo torej Poissonovo enac¢bo za skalarno tla¢no polje z Dirichletovimi robnimi po-
goji. Re§imo jo z metodo konc¢nih elementov, kot je opisano v prilogi A12 na strani 132.

4.8 Izracun tokovne funkcije z metodo konc¢nih elemen-
tov

Tokovna funkcija 1 je definirana s pomoc¢jo solenoidalnosti hitrostnega polja. Vpeljemo
jo kot vektorski potencial (7, t) hitrostnega polja:

V-7=0, 7=V x4, (4.35)
Solenoidalnost hitrostnega polja zlahka dokazemo, saj je divergenca rotorja po definiciji
enaka nic:

= — -,

V-7=V-(Vx1)

0. (4.36)
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Delujmo z operatorjem rotor na ena¢bo (4.35)
Vxi7=Vx(Vx)=V(V-1)— V2. (4.37)

Izberemo lahko V- J = (. S tem se zgornja enacba poenostavi, dobimo Poissonovo enac¢bo
za tokovno funkcijo:
V) = —@, (4.38)

kjer smo Ze upostevali definicijo vrtin¢nosti (2.26). V dveh dimenzijah se vektorska enacba
(4.38) skréi v skalarno enacbo
V3 = —w. (4.39)

Za uspesno resitev enacbe (4.39) z metodo kon¢nih elementov moramo doloéiti vrednost
tokovne funkcije na robu obmodja. Ker je tokovna funkcija do konstante nedolocena,
lahko vrednost v eni tocki robu obmodcja poljubno izberemo. Za izra¢un tokovne funkcije
pa integriramo definicijo (4.35); v dveh dimenzijah velja:

_ _

= = —— 4.4
Ty T T (4.40)
S tem za tangentni odvod (priloga A3 na strani 113) dobimo
o oY oY
E = nma—y — nyg = NgzVy + Ny Uy (441)

Izhajajoc iz toc¢ke na robu, ki smo ji predpisali vrednost, lahko v ostalih tockah na robu
vrednost izraGunamo z integracijo

Yr = /F Naty + 1y, dT. (4.42)

S tem smo skalarni Poissonovi enacbi za tokovno funkcijo predpisali Dirichletove robne
pogoje. Resimo jo z metodo konc¢nih elementov, kot smo opisali v prilogi A12 na strani
132.

4.9 Algoritmi reSevanja

Nelinearen sistem enacb smo z numeri¢nimi metodami preoblikovali v ve¢ medsebojno od-
visnih linearnih sistemov enacb. Ker so enacbe odvisne druga od druge preko difuzivnosti,
viskoznosti in izvornih ¢lenov, je potrebno uporabiti iterativni postopek za dosego kon-
vergence znotraj vsakega Casovnega koraka. Spremembo veli¢in v iterativnem postopku
moramo podrelaksirati, saj v nasprotnem primeru hitro pride do divergence.

S stalis¢a raCunskega ¢asa je ugodno delo porazdeliti na ve¢ procesorjev. V praksi
obstajata dva prevladujoc¢a nacina paralelnega ra¢unanja. Prva moznost je t.i. algebrajska
paralelizacija, pri kateri delo delimo na nivoju matrik in vektorjev. Vsak procesor izvaja
svoj del matri¢no vektorskih produktov. Spominska zahtevnost se idealno porazdeli med
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procesorje, saj vsak hrani samo svoj del matrik. Pridobitev ¢asa pa ni tako dobra, saj
je po izracunu delnih produktov potrebna komunikacija in seStevanje v skupen rezultat.
Druga moznost je razdelitev obmoéja na dele (domain decomposition, Brakkee et al. |6, 7],
El-Gebeily [32]). Tu vsak procesor ra¢una serijsko samo svoj del obmo¢ja, med seboj pa
si izmenjujejo samo robove obmodij. Komunikacije je ob¢utno manj, vendar pa ima tak
postopek lahko negativen vpliv na konvergenco.

Pri reSevanju enacbe kinematike nastopajo integrali, ki so odvisni samo od geometrije
mreze. Matriko integralov stisnemo z val¢no transformacijo. Stevilo procesorjev, ki jih
potrebujemo za paralelni izra¢un val¢no stisnjene matrike integralov je praviloma vedji od
Stevila procesorjev potrebnih za sam izra¢un. Zato val¢no stisnjeno matriko izra¢unamo
najprej, jo shranimo na disk in Sele nato zazenemo pravo simulacijo. V nadaljevanju
razdelka si bomo zato najprej ogledali paralelen izra¢un valéno transformirane matrike in
nato serijski in paralelna algoritma.

Celotno programsko kodo, katere osnova je programski paket BEMflow (ékerget in
Hribersek, [122]), smo napisali v programskem jeziku FORTRAN 7z uporabo paralelne
knjiznice MPI [35].

4.9.1 Paralelen izrac¢un valé¢no transformirane matrike

Metoda robnih elementov za resSitev Poissonove enacbe zahteva matriko obmocnih inte-
gralov. Matriko izra¢unamo samo enkrat in jo v iterativnem postopku veckrat uporabimo
za izracun produktov z razli¢nimi vektorji. Ker velikost matrike pri gostih mrezah pre-
sega kapaciteto racunalniskega spomina, smo integracijo, sestavljanje matrike in val¢no
transformacijo matrike izvedli paralelno na grudi rac¢unalnikov.

Algoritem bomo zapisali za poljubno matriko pravokotne oblike. Na grué¢i ra¢unalnikov
zaganjamo isti program na ve¢ procesorjih. Vsak procesor ve koliko je vseh procesorjev in
kateri izmed njih je sam. Na podlagi teh informacij si procesorji med seboj razdelijo ma-
triko po stolpcih. Vsak izracuna integrale za samo svoj del matrike. Prvi korak k izra¢unu
valéno transformirane matrike je transformacija stolpcev. Ker ima vsak procesor svoje
stolpce, vsak svoje stolpce transformira. Naslednji korak pa je transformacija vrstic. Zato
si procesorji izmenjajo dele matrike, tako da ima vsak svoj del vrstic. Ko transformira
Se vsak svoj del vrstic, imamo celo valéno transformirano matriko razdeljeno po vrsticah
med procesorje. Postopek je prikazan na primeru treh procesorjev na sliki 4.1. Sledi izra-
¢un povprecja absolutnih vrednosti, ki ga procesorji izvedejo skupaj. Ker uporabnik pred
izracunom navadno ne ve, kakSen del elementov lahko zanemari, smo algoritem zapisali
tako, da med zanemarjanjem program testira natan¢nost produkta stisnjene matrike z
vektorjem (glej razdelek 5.9) in zanemarjanje ustavi pri Zeleni natan¢nosti. Ob koncu
vsak procesor zapiSe svoj del matrike v sistemu strnjenih vrstic (Priloga A14) na disk,
kjer ostane za kasnejSo uporabo v iterativnem postopku. V delu algoritma, ko poteka ko-
munikacija in si procesorji izmenjajo stolpce za vrstice, je spominska zahtevnost najvedja.
Vsak procesor mora hraniti 2/n-ti del celotne matrike, e je Stevilo vseh procesorjev enako
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Slika 4.1: Paralelen izracun valéno transformirane matrike [D%,\F] = W[DNWWT na

primeru treh procesorjev. (a) Vsak procesor izracuna svoj del matrike. (b) Vsak procesor
naredi valéno transformacijo svojih stolpcev. (c) Procesorji si izmenjujejo podatke na tak
nacin, da vsak dobi del vrstic. (d) Procesorji naredijo valéno transformacijo vrstic.

n. S tem lahko predvidimo koliko procesorjev potrebujemo za valéno stiskanje integralov.
Za mreZe do enega milijona vozli§¢ smo potrebno Stevilo procesorjev podali na grafu 4.2.

10°

Stevilo procesorjev
8
—
[ |

~

100.\ [T RN N NN N NN SRR RN R R I SU R SR |
2.0x10"® 4.0x10"® 6.0x10"® 8.0x10"® 1.0x10"
Vozlisca

Slika 4.2: Stevilo procesorjev, ki so potrebni za izracun valéno stisnjene matrike integralov
v odvisnosti od Stevila vozliS¢ za pravokotne mreZe. Predpostavili smo, da vsak procesor
lahko hrani do 800Mb podatkowv.

7 uporabo stiskanja z val¢no transformacijo vpeljemo v matriko napako. Zato je mo-
goce elemente v matriki zapisati v enojni natanc¢nosti, ne da bi vpeljali dodatno napako.
Integrale in samo transformacijo izra¢unamo v dvojni natan¢nosti, nato pa val¢no trans-
formirano matriko zapiSemo v enojni natan¢nosti. Zapis strnjenih vrstic zahteva dodatne
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vektorje celih Stevil. Izkaze se, da zapis polne matrike v enojni natan¢nosti v zapisu str-
njenih vrstic zavzame priblizno ravno toliko spomina kot klasi¢en zapis enakega Stevila
elementov v dvojni natanc¢nosti. Torej je izpraznjenost matrike v naSem algoritmu tudi
mera za zmanjsanje koli¢ine potrebnega spomina.

4.9.2 Serijski algoritem

Serijski algoritem uporabimo pri simulacijah na majhnih mrezah, oziroma v primerih,
ko stiskanje z valcki zmanjSa matriko integralov do take mere, da delovni spomin enega
procesorja zadostuje.

Algoritem, ki predvideva, da je valéno stisnjena matrika integralov Ze izra¢unana in
zapisana na disku, se glasi:

1. Izberemo zaetno vrtin¢éno (wp) in hitrostno (7)) polje, postavimo zacetni ¢as 7 = 0
in zac¢etno vrednost za Stevec nelinearne zanke : = 0 in preberemo val¢no stisnjeno
matriko integralov.

2. Casovna zanka, 7 := 7 + 1.
3. Nelinearna zanka, i := i + 1.
4. Kinematika

(a) Z valéno stisnjeno metodo robnih elementov re§imo ena¢bo kinematike (raz-
delek 4.2). Uporabimo vrtin¢nosti v obmod¢ju iz prejsnje iteracije nelinearne
zanke. Po izraCunu imamo znane hitrosti in vrtin¢nosti po robu obmocja.

(b) Ponovno resimo ena¢bo kinematike, tokrat z metodo kon¢nih elementov (raz-
delek 4.3). Iz prejsnjega koraka poznamo celoten rob, vrtinénosti v obmo-
¢ju pa vzamemo iz prej$nje iteracije nelinearne zanke. Rezultat so hitrosti v
notranjosti. Hitrosti na robu so znane, torej reSujemo Poissonovo enacbo z
Dirichletovimi robnimi pogoji.

5. Izra¢un podmrezne viskoznosti in difuzivnosti
6. Kinetika; energijska enacba

(a) Z novim hitrostnim poljem iz kinematike in z novo difuzivnostjo iz energijske
enacbe izra¢unamo novo temperaturno polje (razdelek 4.5).

7. Kinetika; prenos vrtin¢nosti

(a) Z robnimi vrtin¢énostmi iz kinematike kot robnimi pogoji in z novimi tempera-
turami kot izvornim vzgonskim ¢lenom in novo podmrezno viskoznostjo reSimo
enacbo prenosa vrtin¢nosti za notranje vrtin¢nosti (razdelek 4.4).
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(b) Uporabimo podrelaksacijo 0 < ¢ < 1 za izra¢un novih vrtinénosti v obmod&ju
Wiyt = pwip1 + (1 — d)w;.

8. Preverimo konvergenco

(a) Izra¢unamo razliko med vrtinénimi polji zaporednih iteracij ||w;1—wil|2/||wit1]]2
in jo primerjamo s konvergen¢nim kriterijem. Ce kriterij $e ni dosezen, nada-
ljujemo z nelinearno zanko v koraku 3.

9. Konec ¢asovnega koraka:

(a) Po potrebi izra¢unamo tlak, tokovno funkcijo, povpreéno polje, itd.
(b) Izpisemo rezultate v datoteko w, = w; i1, U, = Vj41-

(¢) Primerjamo $tevilo ¢asovnih korakov z vnaprej dolo¢eno vrednostjo. Ce je
potrebno simulirati e en ¢asovni korak se vrnemo na 2.

10. Konec izracuna.

4.9.3 Algebrajska paralelizacija

Algebrajska paralelizacija razdeli delo med procesorje na nivoju matri¢no vektorskih pro-
duktov in skalarnih produktov. Uporabili smo jo za paralelno re§itev enacbe kinematike
z metodo robnih elementov, saj lahko veliko polno matriko integralov razdelimo med
procesorje. Ko vsak procesor izracuna svoj del matri¢no vektorskega produkta, upora-
bimo komunikacijo, da izra¢unamo kon¢no vrednost. Tudi sistemska matrika je razdeljena
med procesorje, tako da komunikacija nastopa tudi znotraj iterativnega sloverja. Vsako
iteracijo je potrebno komunicirati za izra¢un matri¢no vektorskih produktov in skalarnih
produktov. Prednost algebrajske paralelizacije je enakomerna porazdelitev zahtev po spo-
minu na procesorje in identi¢en konvergen¢ni potek, kot pri serijskem algoritmu. Slabost
pa predvsem veliko komunikacije, ki potrebuje veliko ¢asa. Zato z uporabo vec¢jega stevila
procesorjev pridobimo le malo ra¢unskega casa.

Algoritem je prakti¢no enak serijskemu, z razliko, da so matrike integralov in sistemska
matrika, ki izvirajo iz metode robnih elementov, porazdeljene med procesorje in da se
sistem resSi paralelno. Ostali del algoritma reSujejo serijsko vsi procesorji.

4.9.4 Paralelizacija z deljenjem obmocdja na dele

Z namenom, da bi zmanjsali koli¢ino podatkov, ki jih je potrebno komunicirati med pa-
ralelnim izra¢unom, razdelimo obmocje na podobmocja. Vsak procesor je zadolZen samo
za svoje podobmocje. ReSuje ga sam, serijsko. Komunicirati je potrebno vrednosti na
robovih podobmoc¢ij, ki predstavljajo robne pogoje. Prednosti tega postopka so: podob-
mocja imajo manj vozlis¢ kot celo obmocje, zato se zmanjsa velikost matrik in pospesi
reSevanje sistemov ena¢b. Komunikacije je malo, zato je tak postopek hiter. Slabost pa je,

Jure Ravnik - doktorska disertacija



4.9. Algoritmi resevanja 47

da zaradi robov v notranjosti, ki si jih morajo procesorji izmenjevati, vpeljemo dodatno

nelinearnost v sistem. Direktna posledica tega je, da se poveca Stevilo iteracij v nelinearni

zanki.

Izra¢un robnih vrednosti z metodo robnih elementov temelji na Biot-Savartovem za-
konu za celoten rob. Zakon ne velja za robove podobmodij, zato za ta izra¢un uporabimo
algebrajsko paralelizacijo. Omejili smo se tudi pri izbiri Stevila podobmod¢ji. Spodnji algo-
ritem je napisan tako, da je Stevilo podobmod¢ij enako Stevilu procesorjev. Vsak procesor
ima svoje podobmodje, ki ga reSuje serijsko.

Algoritem je sledec:

1. Na podlagi zaporedne §tevilke vsak procesor dolo¢i:

(a) svoja robna vozlis¢a za izra¢un robnih vrednosti z metodo robnih elementov,

(b)

mrezo svojega podobmocja.

2. Izberemo zacetno vrtinéno (wp) in hitrostno () polje, postavimo zadetni ¢as 7 = 0

in zacetno vrednost za Stevec nelinearne zanke ¢ = 0 in preberemo val¢no stisnjeno

matriko integralov.

3. Casovna zanka, 7 := 7 + 1.

4. Nelinearna zanka, i := i + 1.

5. Kinematika

(a)

Enacbo kinematike (razdelek 4.2) resimo z algebrajsko paralelizirano val¢no sti-
snjeno metodo robnih elementov. Uporabimo vrtin¢énosti v obmodcju iz prej$nje
iteracije nelinearne zanke. Po izra¢unu imamo znane hitrosti in vrtin¢nosti po
robu obmocdja. Vsak procesor prenese robne vrednosti na mrezo svojega pod-
obmodja.

Vsak procesor za izracun hitrosti na notranjih robovih svojega podobmocdja
uporabi metodo robnih elementov na celem obmoc¢ju. Ker racunamo samo
robe podobmodja, je Stevilo dodatnih integralov majhno in ne predstavlja velike
spominske zahtevnosti. Na ta nacin ima vsak procesor znane vrednosti hitrosti
na robu svojega podobmocja.

Vsak procesor za svoje podobmocje resi enacbo kinematike, tokrat z metodo
kon¢nih elementov (razdelek 4.3). Iz prej$njega koraka poznamo celoten rob
podobmocja, vrtin¢nosti v obmoc¢ju vzamemo iz prejSnje iteracije nelinearne
zanke. Rezultat so hitrosti v notranjosti podobmocja. Hitrosti na robu so
znane, torej reSujemo Poissonovo enacbo z Dirichletovimi robnimi pogoji.

6. Komunikacija I.

(a)

Procesorji si medsebojno izmenjajo hitrosti v podobmogjih.
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7. kinetika; transportni enacbi:
(a) Vsak procesor resi transportni enacbi za celo obmodje samo za rob svojega pod-
obmocja. Uporabi nove hitrosti in vrtin¢nosti iz prejSnjega ¢asovnega koraka.

(b) Vsak procesor, z uporabo novega hitrostnega polja, resi transportni enacbi za
svoje podobmocdje z metodo konc¢nih elementov. Robne pogoje na zunanjem
robu ima iz kinematike, na notranjem pa iz prejSnjega koraka.

(c¢) Uporabimo podrelaksacijo 0 < ¢ < 1 za izra¢un novih vrtin¢énosti v podobmo-
Gju wiy1 = dwiy1 + (1 — P)w;.
8. Komunikacija II.
(a) Procesorji is izmenjajo vrtinénosti in temperature iz podobmodij.
9. Preverimo konvergenco

(a) Izra¢unamo razliko med vrtinénimi polji zaporednih iteracij ||w;1—wil|2/||wis1]]2
in jo primerjamo s konvergen¢nim kriterijem. Ce kriterij $e ni doseZen, nada-
ljujemo z nelinearno zanko v koraku 4.

10. Konec ¢asovnega koraka:

(a) Po potrebi izra¢unamo tlak, tokovno funkcijo, povpreéno polje, itd.
(b) Izpisemo rezultate v datoteko w, = w;y1, U, = Ujy1-

(c¢) Primerjamo $tevilo ¢asovnih korakov z vnaprej dolo¢eno vrednostjo. Ce je
potrebno simulirati Se en ¢asovni korak se vrnemo na 3.

11. Konec izra¢una.

Zgornji algoritem smo preverili na primerih tokov, za katere so poznane preverjene resi-
tve. Ugotovili smo, da pri majhnih vrednostih kriterialnih Stevil ostane Stevilo iteracij,
potrebnih za dosego konvergence, prakti¢no nespremenjeno. Zal pa, ne glede na Stevilo
podobmodij, ki smo jih uporabili, Stevilo iteracij pri visokih vrednostih kriterialnega Ste-
vila moc¢no naraste. Pri testiranju smo ugotovili, da Stevilo iteracij naraste do taksne
mere, da je ¢as, potreben za dosego konvergence z ve¢ procesorji enak, oziroma celo vecji
od ¢asa, ki ga potrebuje samo z algebrajsko paralelizacijo napisan algoritem.
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Poglavje 5

Validacija numeri¢ne sheme na primerih
analitiécnih in laminarnih tokov

5.1 Uvod

Preden se podamo v modeliranje turbulentnih tokov Zelimo temeljito preizkusiti nume-
ricno shemo in algoritem, ki smo ju razvili v prejnjem poglavju. Namen poglavja je
dvojen, na eni strani zelimo z izracuni analiti¢no res§ljivih poenostavitev difuzivno ad-
vektivne enaCbe dokazati pravilnost zapisa numeri¢nega algoritma, po drugi strani pa s
simulacijo laminarnih tokov pri visokih Reynoldsovih Stevilih in s primerjavo s preverje-
nimi reSitvami ugotoviti vpliv uporabe valéne transformacije.

Najprej smo v difuzijsko advektivni ena¢bi zanemarili advektivni in ¢asovni ¢len ter iz-
vore. V enacbi ostane le difuzijski ¢len. Obdelali bomo dva primera. V prvem primeru od
kraja odvisne difuzivnosti enacba fizikalno predstavlja prevod skozi nehomogeno steno. V
drugem pa bo difuzivnost odvisna od same veli¢ine, ki difundira. Primerjali smo rezultate
z linearnimi interpolacijskimi funkcijami nasproti kvadratnim in ugotovili, da kvadratni
mnogo bolj opiSejo resitev. Nadalje bomo obravnavali vstopni problem. Tu gre za difu-
zijo skalarja ob prisotnosti stalne konvektivne hitrosti. Primer smo obravnavali s stalno in
krajevno odvisno difuzivnostjo. Sledi ¢asovno odvisno resevanje difuzijske enacbe. V tem
razdelku bomo izbrali najprimernej$o diskretizacijsko shemo za aproksimacijo parcialnega
odvoda veli¢ine po ¢asu. Z reSevanjem enacbe nihanja pa preverimo pravilnost difuzijske
enacbe z izvorom, ki je odvisen od veli¢ine same. Po diskretizaciji ¢asovnega odvoda v
naSo enacbo vstopi prav tak ¢len. Nadalje se bomo posvetili analiti¢ni re§itvi ¢asovno
odvisnih Navier-Stokesovih enac¢b. Taylor je med dvema valjema opazil nastanek vrtin-
cev. V dveh dimenzijah je problem analiti¢no resljiv, tako da tokovno polje, ki je reSitev
¢asovno odvisnih Navier-Stokesovih enacb, lahko primerjamo z analiti¢nimi vrednostmi.
Tok preko valja pri Reynoldsovem §tevilu Re = 100 je laminaren in nestacionaren. S pri-
merjavo ¢asovne odvisnosti koeficientov upora in vzgona na valj s preverjenimi resitvami
smo dokazali pravilnost numeri¢nega algoritma.

Preizkus reSevanja s pomocjo valéne transformacije smo izvedli trikrat. Naprej smo
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preverjali samo natanc¢nost izra¢una produkta matrika vektor z naklju¢nimi vektorji in
tako pokazali priporocljivo stopnjo zanemarjanja elementov v matriki. Med klasi¢na pri-
mera laminarnih tokov za preverjanje numeri¢nih shem gotovo sodita tok v gnani kotanji
in tok preko stopnice. Oba smo racunali pri visokih vrednostih Reynoldsovega Stevila in
razli¢nih stopnjah zanemarjanja elementov v valéno transformirani matriki. S pomocjo
primerjave rezultatov s preverjenimi reSitvami smo dolocili najvecjo stopnjo zanemarjanja,
ki e nima vpliva na rezultate pri visokih vrednostih kriterialnega Stevila.

5.2 Prevod toplote v nehomogeni steni

Resujemo prevod skalarne koli¢ine v nehomogenem mediju. Splo$na difuzijsko konvek-
tivna enacCba se za ta primer zapiSe:

VT - (a(F)VT) =0, (5.1)

kjer je T temperatura, a(7) pa od kraja odvisna difuzivnost. Enacba je poenostavljena
oblika difuzijsko advektivne enacbe, katere resitev z metodo kon¢nih elementov smo podali
v prilogi A13 na strani 137.

Resevali bomo dva enodimenzionalna primera. Obmocdje izra¢una omejimo z x; = 1,
kjer je temperatura 77 = 0in z x5 = 2, kjer je temperatura T, = 1. Odvisnosti difuzivnosti
od kraja in analiti¢ne reSitve ter odvodi so podani v tabeli 5.1.

Tabela 5.1: Obravnavana primera prevoda toplote v nehomogent steni.
Primer | difuzivnost 1D enacha analiti¢na reSitev odvod

(x%) =0 T(z) = L dT'/dzx =
(xzfl—g> =0| T(x)=2-2 dT/d:E:IQ—2

1
n

a) a(z) ==z nE

b) a(z) = 22

a

dzx
a
dz

Izrac¢une smo za oba primera ponovili s Sestimi mrezami. Tri mreze z linearnimi
interpolacijskimi funkcijami za kvadratno notranjo celico in tri mreze s kvadratnimi in-
terpolacijskimi funkcijami za Lagrangeevo notranjo celico (priloga A4 na strani 114).

V tabeli 5.2 primerjamo temperaturo v sredini obmocja ter odvoda na robu. Vrednost
temperature v sredini je zelo dobro ocenjena na vseh mrezah, medtem ko so odvodi
neprimerno bolje ocenjeni pri uporabi kvadratnih interpolacijskih funkcij.

5.3 Prevod toplote z nelinearno difuzivnostjo

Tokrat naj bo difuzivnost nelinearna funkcija temperature a = a(7, T"). Ker se po obmoéju
temperatura spreminja, je difuzivnost tako odvisna tudi od kraja. Difuzijska enacba za
ta primer je:

-

VT - (a(F, T)VT) =0, (5.2)
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o1

Tabela 5.2: Primerjava temperature v sredini stene in odvodov na robovih. Uporabili smo

po tri linearne in kvadratne mreZe z enakim Stevilom vozliS¢ v x smeri.

a) b)

Mreza | To—sjy dT/di,—1 dT/dr,—s | To_gjy dT/dz,—y dT/dz,—»
lin, 2 el. | 0.5833  1.1666  0.8333 | 0.6579 13158  0.6842
lin, 10 el. | 0.5850  1.3746  0.7402 | 0.6663 18152  0.5272

lin, 100 el. | 0.5850  1.4355  0.7232 | 0.6666  1.9802  0.5025
analiticno | 0020 4 T 2/3 2 1/2

analiticno | 0.5850  1.4427  0.7213 | 0.6666  2.0000  0.5000
kva, 50 el. | 0.5850  1.4426  0.7213 | 0.6666  1.9996  0.5000
kva, 5el. | 0.5850  1.4347 07200 | 0.6666  1.9682 0.4972
kva, 1el. | 0.5833 13333  0.6666 | 0.6563  1.6250  0.3750

Ker je difuzivnost odvisna od temperature, potrebujemo iterativni postopek, kjer izme-
ni¢no izra¢unavamo novo temperaturno polje in novo polje difuzivnosti. V primeru pre-

voda skozi nehomogeno steno to ni bilo potrebno, ker difuzivnost ni bila odvisna od

temperature.

Numeric¢ni preskus

Resevali bomo dva enodimenzionalna primera. Obmodje izra¢una omejimo z x; = 0, kjer

je temperatura 77 = 1 in z x9 = 1, kjer je temperatura T, = 2. Odvisnosti difuzivnosti

od kraja in analiti¢ne re§itve ter odvodi so podani v tabeli 5.3.

Tabela 5.3: Obravnavana primera prevoda toplote z nelinearno difuzivnostjo. V primeru
b dobimo analiticno resitev z reSevanjem polinoma tretje stopnje.

Primer difuzivnost 1D enacba T(x) dT'/dx
a) a(T) = 1/T L(3E) =0 9 27 1n 2
b) | a(T)=1+T+T?| & ((1+T+T%)4E) =0 | 27° + 372 + 6T = 202 + 11

Iterirali smo, dokler ni bila RMS razlika med temperaturnimi polji manjga od 107".

Za dosego rezultata smo potrebovali 10 iteracij. Rezultati so prikazani v tabeli 5.4. Se

enkrat smo potrdili ve¢jo natanc¢nost izracunov ob uporabi kvadratnih interpolacijskih

funkcij.
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Tabela 5.4: Primerjava temperature v sredini stene in odvodov na robovih. Uporabili smo
po tri linearne in kvadratne mreZe z enakim Stevilom vozliS¢ v x smeri.

a) b)
Mreza | Ty_yjo  dT/dze—o dT/dze—1 | Toerjo  dT/dze—o dT/dze—;
lin, 2 el | 1.4142  0.8284 11715 | 1.5985  1.1970 0.8030

lin, 10 el | 1.4142 0.7177 1.3393 1.6008 1.4945 0.7084
lin, 100 el. | 1.4142 0.6955 1.3815 1.6009 1.5983 0.6922

analiti¢no V2 In2 21n?2
analiti¢no | 1.4142  0.6931 1.3863 1.6009 1.6111 0.6905
kva, 50 el. | 1.4142  0.6931 1.3863 1.6009 1.6108 0.6905

kva, 5 el. | 1.4142 0.6920 1.3842 1.6009 1.5884 0.6889
kva, 1 el. | 1.4147 0.6588 1.3412 1.5988 1.3951 0.6049

5.4 Vstopni problem

Zapisimo stacionarno difuzijsko konvektivno enac¢bo za prenos skalarja v obmodju s stalno
konvektivno hitrostjo v = vy:

(7-V)T =V - (a(F)VT). (5.3)

Pigemo a(7) = aof(7) in definiramo Peclejevo §tevilo kot razmerje med konvektivno hitro-
stjo in difuzivnostjo Pe = . Obravnavali smo primer z od kraja neodvisno difuzivnostjo
in primer s krajevno odvisno difuzivnostjo. Podrobnosti so navedene v tabeli 5.5.

Tabela 5.5: Obravnavana vstopna problema. V primeru a je difuzivnost konstanta, v
primeru b pa odvisna od kraja.

Primer | difuzivnost 1D enacba analiticna resitev odvod
. dr  d*T 1 — ePe oPex
a) a(r):ao PG% :W T(w)zl—m dT/d‘T:PGW

dT d dr
= —=—(z— T(z)=1—2z"° T/dx = —Pex’*™!
b) a(7) = apx | Pe T = dp (a: dm) (x) x dT'/dx exr

Primerjali smo analiti¢ne in izracunane temperaturne krivulje za Peclejevo Stevilo
Pe = 10 na mrezi s 50 kvadratnimi elementi (101 vozli§¢e v x smeri). Na sliki 5.1 so
krivulje prikazane.

V tabeli 5.6 so prikazane vrednosti temperature in odvodov. Opazimo odli¢no uje-
manje temperature in nekoliko slabse ujemanje odvodov, kar je slabost metode konc¢nih
elementov, pri kateri odvodi funkcije ne nastopajo v sistemu enacb. Za razliko, metoda
robnih elementov poveze funkcijo z njenim odvodom na robu.
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Slika 5.1: Primerjava porazdelitve temperature pri Pe = 10. S ¢értama sta oznacens

analiticni krivulji, s kvadratki so podani rezultati numeric¢ne simulacije primera b) z difu-
zivnostjo odvisno od kragja, s trikotniki pa je prikazan primer a).

Tabela 5.6: Primerjava temperature v sredini stene in odvodov na robovih za vstopna
problema.

a) b)
Pe| Mreta | Ty dT/dve—o dT/dzey | Tyrjp dT/dze—o dT/dwe—
10 | kva, 50 el. | 0.9933 -0.0005 -9.9703 0.9990 10-1 -9.9779
10 | analiticno | 0.9933  -0.0005 -10.0005 | 0.9990 0 -10
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5.5 Casovno odvisno resevanje difuzijske enacbe

Preveriti smo Zeleli natan¢nost ¢asovno odvisnega izra¢una s primerjavo implicitnih dis-
kretizacijskih shem in eksplicitne sheme Runge Kutta. Izbrali smo enodimenzionalni
primer ohlajanja. ReSujemo ¢asovno odvisno difuzijsko enac¢bo

orT o0*T

s konstantno difuzivnostjo a.

Implicitne ¢asovne sheme

Primerjali bomo sledece aproksimacije ¢asovnega dovoda. Aproksimacijo prvega reda

natancénosti "backward Euler"
or Tntt—1n

- 5.5
ot At (5:5)
drugo redno trapezoidno shemo
or i1r"tt-—-7m0 17t -—7Tnt 1ttt
S — _|_ — = — y (5.6)
a2 At 2 At 2 At
in tri tockovno shemo drugega reda
or 31t —41m 4 Tl
~ i (5.7)

ot 2At ’
kjer je At ¢asovni korak, 7! temperatura v naslednjem ¢asovnem koraku, 7™ tempera-
tura v sedanjem ¢asovnem koraku in 7"~ ! temperatura v prej$njem ¢asovnem koraku.

Eksplicitna ¢asovna shema Runge Kutta

Ogledali smo si Runge Kutta numeri¢no shemo s 4 redom natanc¢nosti. Shema je ekspli-
citna, zatorej s pomocjo odvoda funkcije v danem trenutku ciljamo na vrednost funkcije
v naslednjem. V nasprotju s tem, implicitne sheme za oceno odvoda uporabijo vrednost
funkcije v naslednjem ¢asovnem koraku, kar neizbezno privede do reSevanja implicitnega
sistema enach.

Casovno odvisno difuzijsko enacbo

oT 0T
9T

sedaj resujemo tako, da izraGunamo a z zacetno porazdelitvijo temperatur in upora-

Bx?
bimo Runge Kutta shemo za napredovanje v naslednji ¢asovni korak. Shema je sledeca

(Press et al. [89]):

L TW =77 + 1At [aZ2]"
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1
2. T =7 4 1At [a225]"

T

3. TG =7 4 %At [CLBQ—E}@)

T

4. T = 1y A [a22]

Ox2

Velikost koraka pri Runge Kutta shemi je omejena z Courant-Friedrichs-Lewy stabilno-

stnim pogojem:
A
At<? 5‘T, (5.9)

kjer je v < 1 Courant-Friedrichs-Lewy S$tevilo, ¢ pa karakteristi¢na hitrost.

Numeric¢ni preskus

Obravnavamo 1D primer ohlajanja izolirane nitke na intervalu med [0, 7]. Prevodnost
(difuzivnost) je konstantna a = 1. Zafetni profil temperature je trikoten z maksimalno
temperaturo 7,, = 1 v to¢ki z = 7/2 in sicer:

2T,  x € (0,7/2);

T(w,0) = { 2T, =%, x € (n/2,m). (5.10)

Na obeh koncih predpisemo temperaturo 7y = 0, na straneh pa je obmodcje izolirano.
Analiti¢na resitev zgoraj opisanega primera (Weisstein [139]) je:

92 X w/2 m — 2
T(x,t)==Y {2/ sin(nx)gda: + 2/ sin(nx):rw xdx} sin(nz)e”™*.  (5.11)
T = | Jo m /2 m

Temperaturni profil smo primerjali z analiti¢nim pri ¢asu ¢ = 1. Rac¢unali smo na mreZi s
100 kvadratnimi elementi (201 vozlis€e) v  smeri in z razli¢nimi ¢asovnimi koraki. V tabeli
5.7 so prikazane vrednosti temperature 7'(7/2, 1). Temperaturne profile smo prikazali tudi

Tabela 5.7: Primerjava temperature v sredini pri casovno odvisnem reSevanju difuzijske
enacbe.

At §t. korakov | BE trapez | 3 totke | RK4

0.1 10 0.3127 | 0.3263 | 0.2995

0.01 100 0.2997 | 0.3012 | 0.2982

0.001 1000 0.2984 | 0.2985 | 0.2982

0.0001 10% 0.2982
analiti¢no 0.2982 | 0.2982 | 0.2982 | 0.2982

na slikah 5.2 in 5.3. Rezultati pokazejo, da je med implicitnimi shemami dale¢ najboljsa
tri tockovna shema (5.7). Eksplicitna shema sicer tudi dosega dobro natanénost, vendar
pa zahteva ve¢ ¢asovnih korakov zaradi Courant-Friedrichs-Lewy (5.9) pogoja.

Jure Ravnik - doktorska disertacija



26

5 Validacija numericne sheme na primerih analiticnih in laminarnih tokov

0.35

0.3

0.25

0.2

Temperatura

0.1

0.05

anal
—--—--— 10x0.1
— — - 100x0.01 -
1000x0.001 - N

[NERTERTEN TR NI NI NI A [RNVER N SN MVENRIERIN M)
0 1 2 3

0.5 15

x

25

0.35

0.3

0.25

0.2

Temperatura

0.1

0.05

I anal.

[ | ——- 10x01 LT

| | — — - 100x0.01 % .

. 1000x0.001 7 o \

I n/" 7 4 A X .‘\u

L 7y NN

[ /'y W\

- / \\

[ / \

3 / \

L / \

I 7/ \

[ / \

I / \

r / \!

I / \

[ y \

- \

L \

r \

- \
IS ENSNETENES ESNETENEN TR SRS R i

0.5 1 15 2 25 3

Slika 5.2: Casovno odvisno resevanje difuzijske enacbe. Primerjava analiticnih tempera-
turnih profilov z numericnimi za razlicne diskretizacije parcialnega odvoda po casu: levo

"backward Fuler”in desno trapezna shema.
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Slika 5.3: Casovno odvisno reSevanje difuzijske enacbe. Primerjava analiticnih tempera-
turnih profilov z numericnimi za razlicne diskretizacije parcialnega odvoda po casu: levo
tri tockovna shema in desno algoritem Runge Kutta (desno).
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5.6 ReSevanje enacbe nihanja

V difuzijsko konvektivni enacbi je ¢asovni odvod polja, ki je po diskretizaciji sorazmeren s
samim poljem. Za testiranje reSevanja enacbe s spremenljivimi koeficientom bomo izpustili
difuzijski ¢len. ReSevali bomo enodimenzijsko ena¢bo oblike
0*T
)T = —
@ =5
za tri primere. Prvi bo klasi¢na ena¢ba nihanja s konstantno frekvenco f(x) = w? = 1,

pri drugih dveh pa bo f(x) odvisen od kraja. Podrobnosti in analiti¢ne resitve so podani
v tabeli 5.8.

(5.12)

Tabela 5.8: Obravnavani primeri reSevanja enacbe nihanja

Primer koeficient f(x) anal. resitev T'(x) | odvod dT'/dz | obmoéje | robna pogoja
a) 1 Cos T —sinz 0...5 1...0
b) —2(222% + tan 1?) cos —2x sin 22 0...7% 1...cos’1r—2
c) -2 (5—%) cos v/ 25z —% 1...2 | cos5...cos5v2

Tabela 5.9: Primerjava analiticnih in izracunanth vrednosti za vse tri primere enacbe

nihanja.
primer a
To—rsa | dT/dxy—o | dT/dxy—r /o
izracunano | 0.7071 | —2.1-107% | -1.0000
analiticno | 0.7071 0 -1
primer b
To—rsg | dT/dxy—o | dT/dxpr)y
izra¢unano | 0.9881 | 1.5-107F -0.9085
analiti¢no | 0.9881 0 -0.9087
primer c
Ty—3/9 | dT'/dxz—1 dT /dx,—o
izraGunano | 0.9873 2.3976 -1.2533
analiti¢no | 0.9873 2.3973 -1.2531

Rezultati so predstavljeni v tabeli 5.8 in na sliki 5.4. Vidimo odli¢no ujemanje, kar

dokazuje pravilno delovanje napisanega podprograma.
V eni dimenziji na obmodju [0, 1] reSujemo sledeci enac¢bi z resitvama:

2% d*u
u = ?ﬁ’ U:$2, (513)
22 d*u 4
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izradun I . izradun
analiti¢no analiti¢n

0.95

Slika 5.4: Grafiéna primerjava analiticnega in izracunanega poteka funkcije T'(x); za pri-
mer b (levo) in primer ¢ (desno).

Robna pogoja sta pri «(0) = 1 in u(1) = 1. Uporabili smo mre7o z desetimi ekvidistan-
tnimi kvadratnimi celicami. Rezultati so v tabeli 5.10.

Tabela 5.10: Primerjava analiticénih in izracunanih vrednosti za resitev enacb (5.13) in

(5.14).

enatba (5.13)
=001 |2z=01]2=05| =09 | x=0.99
izra¢unano | 0.0005 0.01 0.25 0.81 0.9805
analiti¢no 0.0001 0.01 0.25 0.81 0.9801
enacba (5.14)
zr=001|2=01|z=05| =09 | 2=0.99
izracunano | 10~2%2 | 0.00012 | 0.06252 | 0.656109 | 0.9629
analiti¢no 1078 0.0001 | 0.0625 0.6561 0.9606

5.7 Taylorjevi vrtinci

Stabilnostne analize Couettovega toka med dvema valjema so pokazale moZznost pojava t.i.
Taylor-jevih vrtincev [127]. Periodi¢ni, v nasprotno stran vrteéi se vrtinci, ki pojemajo
s ¢asom zaradi viskoznosti, so reSitev Navier-Stokesovih ena¢b. Na obmodju [0, 1;0,1] je
analiti¢na reSitev za hitrostno polje enaka

7r2
vy = — cos (27x) sin (2my)e” Fe !,

(5.15)
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v, = + cos (27my) sin (271’1‘)6_%t, (5.16)

medtem ko sta vrtin¢no polje in tokovna funkcija enaki

w = 4m cos (2mx) cos (2my)e Fe t, (5.17)
w

= —. 5.18

0= (.19

Navedene zveze za vrtin¢no in hitrostno polje so resitve tako enac¢be prenosa vrtin¢énosti
kot enacb kinematike.

Primer smo rac¢unali pri Reynoldsovem $tevilu Re = 872. Izbrali smo ¢asovni korak
At = 0.01 in ra¢unali na mrezi z 32 x 32 kvadratnimi celicami. Rezultate primerjamo pri
t =0.5sin t = 1s v tabeli 5.11. Vrtin¢no in hitrostno polje ter tokovnice so prikazane na

sliki 5.6. Profila hitrosti in vrtin¢nosti grafino primerjamo z analiticnimi vrednostmi na
sliki 5.5.

Tabela 5.11: Primerjava analiticnih in izracunanih vrednosti za Taylorjev problem pri

Re = 872,
1/2.1/2) | w(U/21/4) | 0,(3/4,1/2)
t=0.5s | t=1.0s | t=0.5s | t=1.0s | t=0.5s | t=1.0s
izra¢unano | 7.6252 | 4.6266 | 0.6068 | 0.3681 | 0.6068 | 0.3681
analiticno | 7.6219 | 4.6229 | 0.6065 | 0.3679 | 0.6065 | 0.3679
iy 47 47 1 1 1 1
analiti¢no % I % e % e
3

Slika 5.5: Taylorjev problem pri Re = 8% int = 1. Primerjava analiticnih in izracunanih
vrednosti. Levo: vrtincnost in hitrost v, na profilu (x,0.5), desno vrtinénost in hitrost v,
na profilu (0.5,y).
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5.8 Tok preko valja

Tokovi preko teles so izjemno zanimivi, tako za raziskovalce kot za inZenirje. Uporabnost
numeri¢nih simulacij sega od vpliva vetrov na mostove (Selvam [109]) do strukturnih analiz
(Marukami and Mochida [78]). Poleg laminarnih izra¢unov in primerjave s preverjenimi
reSitvami (Calhoun [17]), ki jih bomo opravili v tem razdelku, je zanimiv tudi turbulentni
tok preko cilindra. S simulacijo velikih vrtincev v krivolinijskih koordinatah je Breuer
[9, 10] obravnaval turbulenten tok preko cilindra pri Re = 3900 in pri Re = 130000.
Z LES simulacijo pri Re = 43000 sta se ukvarjala Frolich in Rodi [38]. Rodi [102] se
je ukvarjal s primerjavo rezultatov LES in RANS pri Re = 22000. V zadnjem c¢asu se
raziskovalci ukvarjajo tudi s tokom preko nagnjene plosc¢e. Taksne simulacije so uporabne
predvsem za industrijo na podro¢ju aerodinamike. Breuer and Jovi¢ié¢ [12] sta izvedla LES
izracun pri Re = 20000, kjer teko¢ina naleta na plos¢o pod kotom 18°. Za isti primer je
Breuer je s sodelavci [13] primerjal rezultate DES, RANS in LES simulacij, kjer so jasno
pokazali prednost LES izra¢unov za modeliranje tega tipa tokov. Yu in Kareem [146]
sta se ukvarjala z dvodimenzionalnim tokom preko kvadra, ki je uporaben predvsem pri
Studijah aerodinamicnih lastnosti stavb. Ista avtorja sta primerjala 2D in 3D turbulentne
LES izra¢une toka preko kvadra [147]. Prav tako so se s turbulentnim tokom ukvarjali
Kim in sodelavci [58]. Nevrtin¢ni tok okoli kvadra je z metodo robnih elementov obdelala
Kramerjeva s sodelavci [64].

Pravilnost predlagane val¢no stisnjene BEM - FEM numeri¢ne sheme smo preverili na
dvodimenzionalnem laminarnem toku nestisljive viskozne tekocine preko valja.

Racunsko obmocdje in robni pogoji so predstavljeni na sliki 5.7. Velikost obmocja
je 16 x 32 brezdimenzijskih enot. Za dolzinsko skalo, na podlagi katere je izra¢unano
Reynoldsovo §tevilo, smo izbrali premer valja. Valj ima torej premer 1, srediSce pa je v
tocki (8,8). Tekocina vstopa v obmodje na levi s konstantno hitrostjo ¥ = v, = 1.0. Na
zgornji in spodnji steni predpostavimo popolnoma razvit tok (v, = 0, g—“y’ = 0). Tekocina
izstopa iz obmodja na desni, kjer smo uporabili konvektivni izstopni robni pogoj (Orlanski
|82], Kobayashi et al. [60]). Uporabimo monokromatsko valovno ena¢bo

op 0o

za prenos normalne komponente hitrosti in vrtin¢nosti (¢ = v,,w), od vozlis¢ najblizjih
izstopnem robu, do vozlis¢ na robu. Uporabili smo hitrost toka na vstopu ¢ = v25P =
1.0. Podrobnosti o numeri¢ni implementaciji konvektivnega izstopnega robnega pogoja
so podane v prilogi A6 na strani 118.

Za izraC¢un smo uporabili tri gostote mreze. NajredkejSa mreza je imela 4060 vozlis¢
(glej sliko 5.8), gostejsi pa 8200 in 32400. Kvantitativno primerjavo rezultatov bomo podali
v obliki izra¢unanih koeficientov upora cp in dinami¢nega vzgona cj, telesa. Koeficienta
definiramo (Skerget [118]) takole:

F, F,

1,27 1,27
deUoo deUOO

CD (5.20)
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) vy =0.0,2¢ =0
16 -
> o
&0
o a
- sredice valja (8,8) =
> — : =
— premer valja = 1 2
s _ O =
& v=20 =
N a.
I 2
o &
— v, =0.0,2 =0
0 -
0 32 (x)

Slika 5.7: Geometrija in robni pogoji za simulacijo toka preko valja.

Slika 5.8: Nagredkejsa racunska mreza s 4060 vozlisci.
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kjer je vy, hitrost tekocine pred valjem, d premer valja in p gostota tekocine. Silo izracu-

namo s
ﬁz—éﬂﬁ+ATdﬁ (5.21)

kjer je I' rob valja, 7 pa strizni napetostni tenzor. Po komponentah imamo
F,=— /Fpnxdf‘ + /F (TwaNz + Tayny) dL, (5.22)
Fy == [ pydl + [ (7m0 + 7y0m,) dT. (5.23)

Napetostni tenzor za nestisljivo tekoc¢ino pa je:

ov
9 9vs vy | Oy
_ ox o] ox
T=T1 vy 1 vz y2% (524)
ox oy oy

Napetostni tenzor (5.24) upostevamo v silah (5.22) in (5.23) ter z upostevanjem definicije
vrtinénosti (2.26) dobimo:

0 0
F, = /F (—pnm +2n (nma—x + ny6_y> v + nwny> dr, (5.25)

0 0
F, = /F (—pny + 2n (nx&p + ny8y> vy + nwnx> dr’. (5.26)

Ko ena¢bi (5.25) in (5.26) vstavimo v definicijo koeficientov (5.20) in uporabimo defini-
ciji Eulerjevega in Reynoldsovega Stevila, dobimo koncen izraz v vektorskem zapisu za
koeficienta vzgona in upora:

2 4 oo 2
%(‘mmme(“ VUt R

V hitrostno vrtinénem zapisu enacb tlaka ni. Izra¢unamo ga po koncu nelinearne zanke,

CD
cr

1y

w)dF. (5.27)

Ny

iz znanega vrtin¢nega in hitrostnega polja s pomocjo enacbe (2.53). Opazimo (enacba
(2.52)), da je tlak sorazmeren z Eulerjevim §tevilom. V enacbi za koeficienta vzgona in
upora (5.27) pa je z njim podeljen. Torej cp in ¢y, nista odvisna od Eulerjevega Stevila,
temve¢ sta odvisna samo od Reynoldsovega Stevila.

Rezultati, Re = 20,40: Tok pri Re = 20 in Re = 40 je stacionaren. V izra¢unih smo
uporabili brezdimenzijski ¢asovni korak At = 1 in dosegli stacionarno stanje po priblizno
100 ¢asovnih korakih. Tokovno polje je simetri¢no glede na srediS¢nico skozi cilinder
xr = 8.0, torej dinami¢nega vzgona ni c¢;, = 0.0. V stacionarnem stanju smo izmerili
dva dodatna parametra. Separacijski kot © merimo od = = 8.0 v smeri obratni urinemu
kazalcu do tocke na valju, kjer je vrtin¢nost enaka ni¢. Recirkulacijska dolzina L je dolzina
recirkulacijskega obmocja za valjem merjeno vzdolz premice y = 8.0. Izolinije vrtin¢nosti
in tokovnice prikazujemo na slikah 5.9 in 5.10 za Re = 20 in Re = 40. V tabeli 5.12
navajamo primerjavo separacijskega kota, recirkulacijske dolzine in koeficienta upora z
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Tabela 5.12: Tok preko valja. Separacijski kot ©, recirkulacijska dolzina L in koeficient
upora cp za Re = 20 in Re = 40.

Re=20 Re=40
L @[O] CD L @[O] CD
Tritton [131] (eksp) | - 222 | - — 148
Coutanceau [23] (eksp) | 0.73  42.3 - | 1.89 528 -
Fornberg [34] (num) | 0.91 2.00 | 2.24 1.50

Dennis [31] (num) 094 43.7 205|235 538 1.52
Calhoun [17] (num) 091 455 219|218 542 1.62
Ramsak [92] (num) | 0.94 43.0 2.14 | 227 533 159
BEM-FEM N=4.060 | 0.93 43.59 2.16 | 2.23 53.93 1.57
BEM-FEM N=8.200 | 0.93 43.86 2.20 | 2.23 53.80 1.61

BEM-FEM N=32.400 | 0.94 44.04 2.23 | 2.24 53.99 1.65

rezultati drugih avtorjev. Vidimo, da se nasi rezultati zelo dobro ujemajo z referen¢nimi
preverjenimi reSitvami.

Rezultati, Re = 100: Pri Re = 100 je tokovno polje za valjem nestacionarno. Sistem
zacne oscilirati po priblizno ¢asu 100. Izra¢unali smo 2000 ¢asovnih korakov, s AT=0.1.
Casovno odvisnost koeficienta dinami¢nega vzgona opiSemo s Strouhalovim Stevilom,

s— 1 (5.28)
Voolo
kjer je to perioda trganja vrtincev. Izolinije vrtin¢nosti in tokovnice ob ¢t = 200 pri-
kazujemo na sliki 5.11. Koeficient upora, amplituda koeficienta dinami¢nega vzgona in
Strouhalovo Stevilo pa so podani v tabeli 5.13. Casovno odvisnost obeh koeficientov pri-
kazujemo na sliki 5.12. Opazimo lahko, da je frekvenca nihanja koeficienta upora to¢no
dvakratnik frekvence nihanja koeficienta dinamic¢nega vzgona.

Tabela 5.13: Tok preko valja. Koeficient upora cp, amplituda koeficienta dinamicnega
vzgona cg, in Strouhalovo Stevilo St za Re = 100.

Re=100
€D cr St
Calhoun [17] N=204.800 | 1.330 £0.014 +0.298 0.175
Braza [8] (num) 1.364 +£0.015  £0.25 -
Liu [69] (num) 1.350 £ 0.012  +0.339 0.164

Ramsak [92] N=112.500 | 1.283+0.007 +0.149 0.168
BEM-FEM N=4.060 1.217+£0.003 +£0.186 0.159
BEM-FEM N=8.200 1.250 £0.0026 £0.190 0.158
BEM-FEM N=32.400 1.300 £ 0.006  £0.195 0.159
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Slika 5.9: Izolinije vrtinénosti (zgoraj) in tokovnice (spodaj) za Re = 20.

Pogled na rezultate v tabeli 5.13 nam razkrije, da se Strouhalovo $tevilo dobro ujema
z referen¢nimi rezultati drugih avtorjev. Koeficient upora cp in amplituda ¢y, pa sta rahlo
nizja od referenc.

Tok smo prikazali tudi z brez masnimi delci. Delce smo v tok vnasali pred valjem
in ¢asovno odvisno rac¢unali njihov polozaj. Rezultati pri Re = 100 so prikazani na sliki
5.13. Numeri¢ni algoritem izrac¢una polozajev in toka brez masnih delcev smo predstavili
v prilogi A7 na strani 119.
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Slika 5.10: Izolinije vrtinénosti (zgoraj) in tokovnice (spodaj) za Re = 40.

Slika 5.11: Izolinije vrtinénosti (zgoraj) in tokovnice (spodaj) za Re = 100 ob t = 200.
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Slika 5.12: Nestisljiv tok preko valja. Koeficienta upora cp in dinamicnega vzgona cp v
odvisnosti od c¢asa, Re = 100.

Slika 5.13: Nestisljiv tok preko valja pri Re = 100. Prikaz toka z brez masnimzi delci.
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68 5 Validacija numeriéne sheme na primerih analiticnih in laminarnih tokov

5.9 Testiranje natanc¢nosti izracuna produkta matrike
z vektorjem

Matri¢no vektorski produkt, ki ga moramo izra¢unati za reSitev enacbe kinematike z me-
todo robnih elementov (4.19), sestavlja matrika integralov in vektor vrtin¢nosti. Matrika
integralov je odvisna samo od geometrije racunske mreze. Da bi lahko zagotovili mero
za natanc¢nost izracunanega matri¢no vektorskega produkta, med postopnim zanemarja-
njem elementov matrike, racunamo relativno napako pri mnozenju z naklju¢nimi vektorji.
Relativno napako izra¢unamo po sledec¢em postopku:

>, [[DA)f; = WE DR W f;
€ = pry .
5 (DA

(5.29)

Vpliv zanemarjanja elementov v matriki smo testirali za razli¢ne geometrije in gostote
mrez. Podatki o uporabljenih mrezah so v tabeli 5.14. Mreze z oznako kva so kvadratne
oblike, mreza NK in LST sta pravokotnika z razmerjem stranic 1 : 4 oziroma 30 : 1,
mreze SC pa so namenjene simulaciji toka preko plitve kotanje. Vse naStete tipe mrez
smo uporabili pri izracunih v tej disertaciji. Rezultati merjenja relativne napake pri
mnozZenju stisnjene matrike z vektorjem pa so na sliki 5.14. Opazimo, da za dosego enake
stopnje natanc¢nosti produkta, vi§ja gostota mreZze pri enaki geometriji omogoca vi§jo
stopnjo stiskanja. Hkrati vidimo, da ima tudi tip geometrije mreze velik vpliv na napako.
Za doseganje enake natanc¢nosti smo pri mrezi za tok preko stopnice morali zanemariti
veliko manjsi del elementov kot npr. v plitvi kotanji. Dokazali smo tudi linearno odvisnost
napake od faktorja x in ve¢ kot eksponentno odvisnost od deleza zanemarjenih elementov.
Tako lahko s predpisovanjem faktorja s laZje zanemarimo pravilno Stevilo elementov v
matriki in s tem dosegamo Zeleno natan¢nost. Odvisnost €(k) je torej premica skozi
izhodis¢e. Njen naklon je mo¢no odvisen od geometrije mreze. Izpraznjenost matrik
prikazujemo na sliki 5.15.

Tabela 5.14: MrezZe, ki smo jih uporabili za testiranje valéno transformiranega produkta
matrike z vektorjem.

ime tip Stevilo Stevilo
mreze geometrije vozli§¢ | procesorjev
LST 25000 stopnica 101101 4
kva180r182r88 | kvadratna kotanja | 131765 4
kva354x354r1616 | kvadratna kotanja | 502681 32
SC-25440 plitva kotanja 102593 4
SC-33900 plitva kotanja 136601 6
SC-49900 plitva kotanja 200815 8
NC-1702300r162 kotanja 1:4 204941 8
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Slika 5.1/4: Relativna napaka pri mnoZenju stisnjene matrike z nakljucnimi vektorji. Levo
je prikazana odvisnost napake od deleZa zanemarjenih elementov v matriki, na desni pa
odvisnost od faktorja k. Na sliki je oznacena meja ¢ = 107°, za katero smo v nadalje-
vanju poglavja ugotovili, da ne povzroca vpliva na rezultate stmulacij za visoke vrednosti
kriterialnih Stevil.

Slika 5.15: Predstavitev izpraznjenosti valéno stisnjenih matrik. Zgoraj mreza SC-25440,
spodaj pravokotna mreza z NC-1281x200r81. Priblizno 1000 elementov matrike prikazu-
jemo z eno piko na sliki. Samo ce je vseh 1000 elementov enakih nic, pike ni na sliki.
Intenzivnost barve pike opisuje absolutno velikost najvecjega elementa. Matriki sta izpra-
znjeni do € = 107°.
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5.10 Gnani tok v kotanji

Eden izmed standardnih primerov za testiranje uspes$nosti algoritmov v dinamiki teko¢in
je tok v gnani kotanji. Na zgornji strani kotanje je predpisan stalen tok v vodoravni smeri,
ki povzro¢i nastanek vrtinca v kotanji. Primer je zelo natan¢no raziskal Ghia s sodelavci
[42]. Preverjeno resitev Ghie za primerjavo in validacijo numeri¢nih shem uporablja veliko
stevilo avtorjev (Peng et al. [86], Ramsak in Skerget [92], HriberSek in Skerget [53]). Na
sliki 5.16 je kotanja, skicirana z robnimi pogoji.

Matriko obmo¢nih integralov, ki izhaja iz BEM resitve enacbe kinematike, smo zane-
marili do razli¢nih stopenj natanc¢nosti, glede na produkt z naklju¢nimi vektorji. Podatki
o mrezi in zanemarjanju so v tabeli 5.15 in na sliki 5.16. Pri Re = 100 smo izrac¢un zaceli
z mirujoco tekoc¢ino, pri vi§jih Re Stevilih pa smo za zacetni priblizek uporabili hitrostno
polje pri prvem manjSem Re $tevilu. Hitrostna profila po sredini kotanje prikazujemo
za Reynoldsova §tevila Re = 100 (slika 5.17), Re = 1000 (slika 5.18), Re = 3200 (slika
5.19), Re = 5000 (slika 5.20), Re = 7500 (slika 5.21) in Re = 10000 (slika 5.22). Pri
najmanjSem Reynoldsovem Stevilu se pokrijejo vsi profili, razen najveéje stopnje zane-
marjanja. Ze pri tako majhnem Re $tevilu je vpliv zanemarjanja pri € ~ 1072 prevelik. S
to stopnjo zanemarjanja nismo racunali pri vi§jih Reynoldsovih $tevilih. Pri Re = 1000
vidimo, da se spet vsi profili pokrijejo. Dogodi se celo, da je izra¢un pri vecji stopnji
zanemarjanje za odtenek bolj blizu preverjeni re§itvi kot pri manjsi stopnji. Ta pojav
razlagamo z dejstvom, da je napaka izracuna naklju¢na in da je v tem primeru delovala
v pravo smer. Pri Re = 3200 se pokaze pravi trend. éeprav so Se vedno vsi Stirje profili
zelo blizu preverjene resitve pa opazimo, da se profila za e ~ 107 in € ~ 10~% popolnoma
pokrivata in sta najblizje referenci, medtem ko vecji stopnji zanemarjanja odstopata. V
vigjih Re $tevilih prav tako ugotovimo, da se profila za € ~ 107° in € ~ 10~¢ pokrivata,
kar nam dokazuje, da pri zanemarjanju do € ~ 10~° $e ne vpeljujemo napake v izracun.
Zato smo se v nadaljnjih izrac¢unih odlo¢ili za stopnjo zanemarjanja e ~ 107°.
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Slika 5.16: Skica kotangje z robnimi pogoji (levo). Relativna napaka pri mnoZenju stisnjene
matrike z nakljuénimi vektorji na mrezi 182x180r88 (desno).
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Tabela 5.15: Zanemarjanje matrike obmocnih integralov na mrezi 182x180r88. Vseh ele-

mentov v matriki je 188699016.
delez relativna « K Stevilo Stevilo

zanemarjenih | napaka zanemarjenih | ostalih
0.7652 1.4-107%[6.3-107% | 0.05 144395288 44303728
0.9217 1.0-107° [ 6.3-107° | 0.5 | 173921644 | 14777372
0.9761 1.0-107* | 5.0-107* 4 184189676 4509340
0.9870 1.2-107% | 1.2-1073 | 10 186237435 | 2461581
0.9997 1.5-1072 | 5.0-1072 | 400 188647071 51945

Slika 5.17: Primerjava hitrostnih profilov v gnani kotanji pri Re = 100 za razlicne stopnje
zanemarjanja s preverjeno resitvijo Ghie [42].

Slika 5.18: Primerjava hitrostnih profilov v gnant kotanji pri Re = 1000 za razli¢ne stopnje
zanemarjanja s preverjeno resitvijo Ghie [42].
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Slika 5.19: Primerjava hitrostnih profilov v gnani kotanji pri Re = 3200 za razli¢ne stopnje
zanemarjanja s preverjeno reSitvijo Ghie [42].
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Slika 5.20: Primerjava hitrostnih profilov v gnant kotangji pri Re = 5000 za razlicne stopnje
zanemarjanja s preverjeno reSitvijo Ghie [42].
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Slika 5.21: Primerjava hitrostnih profilov v gnani kotanji pri Re = 7500 za razlicne stopnje
zanemarjanja s preverjeno reSitvijo Ghie [42].
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Slika 5.22: Primerjava hitrostnih profilov v gnani kotanjgi pri Re = 10000 za razlicne
stopnje zanemarjanja s preverjeno resitvijo Ghie [42].

5.11 Tok preko stopnice v kanalu

Tok preko dvodimenzionalne stopnice je eden izmed klasi¢nih primerov, ki se uporablja
za preverjanje natancnosti in stabilnosti numeri¢nih shem. Ze pred dvema desetletjema
je Armaly s sodelavci [2]| izvedel meritve hitrostnega polja s pomodjo laserske Dopplerjeve
metode. Numeri¢no je preverjeno resitev izdelal Gartling [39]. Kasneje se je primer pri
Re = 800 uporabljal za validacijo razli¢nih vrst numeri¢nih algoritmov (Keskar in Lyn
[57], Gresho et al. [44]), med drugimi tudi metode robnih elementov (Grigoriev in Dargush
[46], Ramsak [93]).

Stopnica je visoka polovico kanala. Za karakteristi¢no dolZzinsko skalo smo izbrali vi§ino
kanala H. Na vstopu predpisemo paraboli¢en hitrostni profil. Brezdimenzioniramo ga s
hitrostjo U, ki pri enakomernem profilu ustreza enakemu pretoku. Reynoldsovo §tevilo
definiramo s celotno vi§ino kanala Re = % Razmerje med viSino in Sirino kanala smo
povzeli po preverjeni resitvi; L/H = 30. Kanal je z robnimi pogoji prikazan na sliki 5.23.
Na stenah smo predpisali hitrost enako ni¢. Primer smo ra¢unali stacionarno, zato smo
lahko za izstopni robni pogoj uporabili kar vrednosti polj v vozlis¢ih najblizje robu. Kar
je predpostavka razvitega profila, odvodi vseh veli¢in po normali na rob so enaki nic.

Tudi pri tem primeru smo Zeleli predvsem dokazati, da je vpliv stiskanja matrik inte-
gralov z val¢éno transformacijo zanemarljiv. Iz izkuSenj drugih avtorjev je razvidno, da je
mreza 500 x 50 devet-tockovnih elementov s 101101 enakomerno porazdeljenimi vozlis¢i
dovolj dobra za resitev problema pri Re = 800. Na tej mrezi smo spreminjali stopnjo za-
nemarjanja in primerjali rezultate s preverjeno resitvijo Gartlinga [39| in reSitvami drugih
avtorjev. Primerjava je v tabelah 5.16 in 5.17. Opazimo, da se rezultati popolnoma uje-
majo s preverjeno resitvijo do napake zanemarjanja e = 107%. Pri ¢ = 107° je odstopanje
od preverjene reSitve Se vedno sorazmerno majhno, pri vecjih stopnjah zanemarjanja pa
hitro zraste.

Izolinije vrtin¢nosti in tokovne funkcije smo prikazali na slikah 5.24 in 5.25. Vrednosti
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Slika 5.23: Skica toka preko stopnice v kanalu. Sredisce spodnjega vrtinca je oznaceno z
Zel, Yo, Tecirkulacijska dolZina na spodnji stent pa x,;. Na zgornji steni pride do separacije
toka v tocki xs,, recirkulacija pa se zakljuci v tocki x,,. Sredina zgornjega vrtinca je v
tocki Ty, Yeu-

prikazanih izolinij so enake kot pri preverjeni resitvi Gartlinga [39].

Na sliki 5.26 pa prikazujemo hitrostne profile ob razli¢nih stopnjah zanemarjanja.
Vidimo, da se profili do ¢ = 107° skoraj popolnoma pokrivajo. Pri vecjih stopnjah
zanemarjanja profili odstopajo predvsem v obmocju koncev recirkulacij, saj je tam napaka
najvecja. Pri e = 10~* vidimo, da je spodnji vrtinec prekratek, zgornji pa je pomaknjen
proti izhodisc¢u.

1=/
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Slika 5.24: Tok preko stopnice, Ra = 800, € = 1075. Izolinije brezdimenzijske vrtinénosti
(-8, -6, -4, 0, 2, 4, 6, 8, 10). Slika je po navpicni osi raztegnjena za faktor 4.
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75

Tabela 5.16: Predstavitev rezultatov drugih avtorjev za simulacijo laminarnega toka preko
stopnice pri Re = 800.

Avtor Grigoriev | Keskar | Gartling Gresho Gresho | Ramsak Zunic
[46] [57] [39] [44] [44] [93] [154]
metoda BEM spekt. FEM koné. razl. | spekt. BEM | Bem-Fem
mreza 17.878 3737 E:129.681 | 1920 x 128 | ~ 8.000 | 400.000 32.000
Tr 6.10 6.0964 6.10 6.082 6.10 6.10 6.11
Tel 3.392 3.350 3.375
Ye,l 0.296 0.3 0.2968
w(Ze, Yerl) -2.2620 -2.283
V(Tet, Yeyl) -0.03420 | -0.0342 -0.034195 | -0.0342
Ty 10.47 10.4785 10.48 10.4648 10.49 10.48 10.49
Tsu 4.85 4.8534 4.85 4.8388 4.86 4.86 4.87
Tew 7.447 7.400 7.4375
Ye,u 0.815 0.8 0.8125
w(e, Ye) 1.1527 1.322
(xe, ye) 0.50653 0.5064 0.50661 0.5065

Tabela 5.17: Predstavitev rezultatov za laminarni tok preko stopnice pri Re = 800.

€ 107* | 2-107° 1077 10-6 1077
praznost 0.956 0.879 0.847 0.748 0.536
Ty 5.62 6.045 6.087 6.100 6.096
Tl 3.09 3.33 3.33 3.36 3.36
Ye,l 0.32 0.3 0.3 0.3 0.3
W(ZesYey) | -2.420 -2.277 -2.269 -2.29 -2.29
¢(9€c,z, yql) 0.0454 | 0.03509 0.03439 0.0340 0.0342
Try 10.58 10.435 10.489 10.478 10.478
Tsu 4.57 4.818 4.847 4.855 4.851
Tew 7.02 7.41 7.41 7.47 7.47
Ye,u 0.77 0.81 0.81 0.82 0.82
w(ze,ye) | 1.407 | 1.187 1.197 1.09 1.10
V(Ze, Ye) 0.473 | 0.503727 | 0.505824 | 0.506964 | 0.506607
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Slika 5.25: Tok preko stopnice, Ra = 800, ¢ = 107%. Izolinije tokovne funkcije (-0.03,
-0.025, -0.02, -0.015. -0.01, -0.005, 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45,
0.5, 0.502, 0.504). Slika je po navpicéni osi raztegnjena za faktor 4.
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Shika 5.26: Tok preko stopnice, Ra = 800. Primerjava hitrostnih profilov za razlicne
stopnje zanemarjangja pri x/H = 3,6,9,12 (od leve proti desni).
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Poglavje 6

Rezultati simulacij

S hitrostno vrtinénim zapisom simualcije velikih vrtincev smo obdelali dva primera; pojav
turbulentne naravne konvekcije v kotanji in turbulentni tok preko od spodaj ogrevane
plitve kotanje.

6.1 Naravna konvekcija v kotanji

V zadnjih nekaj desetletjih je ve¢ avtorjev raziskovalo razliéne oblike dvodimenzionalnih
vzgonsko gnanih tokov. Poleg problemov tipa Rayleigh-Bénard so predmet raziskav tudi
kotanje z greto in hlajeno stranjo ter adiabatnim dnom in stropom. Navadno raziskujejo
pravokotne kotanje z razli¢nimi razmerji med Sirino in vi§ino. Naravna konvekcija v
kotanji je prisotna v veliko industrijskih aplikacijah, kot so hlajenje elektronike, izolacija
jedrskih reaktorjev, prezraCevanje prostorov.

De Vahl Davies in Jones [28| sta predstavila preverjeno resitev za dvodimenziona-
len tok nestisljive viskozne Boussinesgjeve tekocine v kvadratni kotanji. Uporabila sta
vrtinéno tokovno formulacijo. Vierendeels et al. [133, 134] so uporabili ve¢mrezno (multi-
grid) metodo za reitev toka stisljive tekoc¢ine v kvadratni kotanji za Rayleighjeva Stevila
med Ra = 10? in Ra = 107. Skerget in Samec [125] sta potrdila te rezultate z uporabo 2D
metode robnih elementov za stisljivo teko¢ino. Weisman et al. [138] so raziskovali prehod
iz stacionarnega v nestacionarni rezim toka za stisljivo teko¢ino v 1 : 4 kotanji. Ugoto-
vili so, da do prehoda pride pri Ra =~ 2 x 10°. Qosthuizen in Paul [81] sta raziskovala
vpliv geometrijskega razmerja na nestacionarno obnasSanje. Ingber [56| je uporabil vr-
tin¢no formulacijo za reSitev diferencialno grete kvadratne kotanje in pravokotne kotanje
z razmerjem stranic 1 : 8.

Tudi turbulentne simulacije in eksperimenti so bili pogostokrat predmet raziskav.
Hsieh in Lien [54] sta numeri¢no modelirala turbulentno naravno konvekcijo v kotanjah
z RANS pristopom. 2D DNS kotanje z razmerjem stranic 1 : 4 sta izvedla Xin in Le
Quéré [144]. Simulirala sta tok do na podlagi visine kotanje definiranega Rayleighjevega
Stevila Raj, = 10'°. Uporabila sta razvoj po polinomih Cebigeva. To preverjeno resitev
smo uporabili za primerjavo z naSimi rezultati.

7



78 6 Rezultati simulacij

Zaradi nestabilnosti vertikalnih robnih slojev pride pri razmerju viSine proti Sirini ko-
tanje Stiri ali ve¢ do nestacionarnega toka, neodvisno od robnih pogojev na horizontalnih
stenah. Salat et al. [106] so primerjali rezultate modeliranja turbulentne naravne kon-
vekcije pri visokih Rayleighjevih §tevilih med eksperimentom, 2D LES, 2D DNS in 3D
LES numeri¢nimi simulacijami. Ugotovili so samo majhne razlike med 2D in 3D rezul-
tati in zakljucili, da 2D simulacijo lahko uporabimo za prvi priblizek struktur in oblike
toka za Rayleighjevo stevilo okoli 10'°. Peng in Davidson [85] sta izvedla LES simulacijo
turbulentnega vzgonskega toka v kvadratni kotanji pri Ra = 1.59 - 10°. Uporabila sta
tako klasi¢en Smagorinsky podmrezni model z Van Driest duSenjem od stenah, kot tudi
dinamic¢ni Smagorinsky model.

6.1.1 Robni pogoji

Z 2D hitrostno vrtin¢no simulacijo velikih vrtincev smo simulirali naravno konvekcijo
zraka (Pr = 0.71) v diferencialno greti kotanji z razmerjem stranic 1 : 4. Numeri¢no
reSitev smo dosegli z zgoraj opisano kombinacijo metod robnih in kon¢énih elementov ter
val¢ne transformacije.

Kotanja je z robnimi in zac¢etnimi pogoji skicirana na sliki 6.1. Na stenah predpiSemo
hitrost tekocine ni¢. Levo steno grejemo in drzimo na konstantni temperaturi 7;, = 1,
desno pa hladimo in drzimo na konstantni temperaturi 7, = 0. Dno in strop kotanje
sta adiabatna, skoznju ni toplotnega toka. Izra¢une smo izvajali na dveh mrezah - pri
10'° na mrezi s priblizno 2 - 10° vozlis¢i. Podrobnosti o mrezah so navedene v tabeli 6.1.
Grafi¢ni prikaz strukture mreZe pa je predstavljen na sliki 6.1.

Tabela 6.1: Podatki o mreZah, ki smo ju uporabili za simulacijo turbulentne naravne kon-
vekcije v kotanji. Razmerje stranic je 1 : 4. Uporabili smo devet tockovne pravokotne
Lagrangeeve elemente.

ime Stevilo Stevilo Stevilo vseh | razmerje med | razmerje med
mreze elementov | robnih vozlis¢ vozlis¢ Sirinami el. visinami el.
128x200r81 25600 1321 103057 8 1
1702300r82 51000 1880 204941 8 2

Simulacijo smo izvedli s petimi razli¢énimi modeli:

e brez podmreznega modela,

e s podmreznim modelom brez duSenja,

e s podmreznim modelom z Van Driestovim duSenjem,

e s podmreznim modelom s Piomellijevim duSenjem in
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Slika 6.1: Robni pogoji za simulacijo naravne konvekcije v pravokotni kotanji z razmerjem
stranic L : H = 1 : 4. Temperaturi grete in hlajene stene sta Ty, =1 in T, = 0. Na desni
prikazujemo mrezo 128x200r81, pri cemer je zaradi preglednosti prikazano samo vsako
cetrto vozlisce.

e 7 dinami¢nim podmreznim modelom.

Uporabili smo teoreti¢no izra¢unano LES konstanto C' = 0.1 (Pope [88]) in eksperimen-
talno ocenjeno turbulentno Prandtlovo §tevilo Pr; = 0.6 (Horvat [51]).

Tok in prenos toplote smo simulirali pri Rayleighjevem $tevilu Ra = 10° — 10'°. De-
finirali smo ga v enacbi (2.6), pri ¢emer smo za dolzinsko skalo izbrali Sirino kotanje.
Nekateri avtorji uporabljajo Rayleighjevo $tevilo, ki ga definirajo na viSino kotanje Ray
(na primer Xin in Le Quéré [144] ter Salat et al. [106]). Razmerje med $tevili po obeh
definicijah je

Ra

—— =43 =64. 6.1
Ran (6.1)
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Za lazjo fizikalno predstavo pojava si zamislimo zelo dolgo kotanjo, §irine 50cm in
visine 2m. Za zrak v njej predpostavimo, da ima v = 15.6 - 107°m?/s, By = 1/300K ! in
A =0.0261976W/mK. Za te pogoje v tabeli 6.2 navajamo odvisnost temperaturne razlike
in toplotnega toka od Rayleighjevega Stevila. Navajamo tudi brezdimenzijski ¢asovni
korak, pri katerem smo simulacijo racunali skupaj z vrednostjo z dimenzijami za izbrani
primer.

Tabela 6.2: Povezava med Rayleighjevim Stevilom in razliko temperatur med stenama za
primer pol metra Siroke kotanje. Prikazujemo tudi brezdimenzijske case pri katerih smo
1zvajali simulacije in za izbrani primer preracunane fizikalne case.

Ra | ATIK] | o= 24T [ %] | At | At-to]s]
10 | 0.09 0.0047 107° [ 1.1-1071
107 0.9 0.047 1075 | 1.1-1071
108 9 0.47 107 | 1.1-1072
10° 90 4.7 1076 | 1.1-1072
1019 | 900 47 1077 | 1.1-1073

Za simulacijo naravne konvekcije pri Rayleighjevem $tevilu Ra = 10° nismo uporabili
podmreznega modela. Tok je laminaren in stacionaren. Na obeh mrezah in tudi pri zelo
kratkem ¢asovnem koraku smo dosegli stacionarno stanje. Najmanjsi ¢asovni korak, ki
smo ga uporabili je bil At = 1075, Za zadetno stanje teko¢ine pri simulacijah pri vigjih
Rayleighjevih $tevilih smo uporabili tokovna polja pri nizjih Ra Stevilih.

Pri Rayleighjevem $tevilu Ra = 107 smo uporabili brezdimenzijski ¢asovni korak At =
107?, pri Ra = 108 in Ra = 10° smo uporabili At = 107%, pri Ra = 10'° pa At = 107".
Prehodni pojav je pri Ra = 107 trajal 1000 ¢asovnih korakov, pri Ra = 10® in Ra = 10°
4000 ¢asovnih korakov, pri Ra = 10'° pa 1000 ¢asovnih korakov. V analizah nismo
uporabili rezultatov med prehodnim pojavom.

6.1.2 Dinamika toka

Na sliki 6.2 prikazujemo stacionarno temperaturno polje pri Ra = 10°, povpre¢no tem-
peraturno polje brez podmreznega modela za Ra = 107 in povpre¢ni temperaturni polji
s podmreZnim modelom s Piomelli duSenjem za Ra = 10% in Ra = 10° in povpre¢no
temperaturno polje s podmreZnim modelom z Van Driestovim duSenjem za Ra = 10'°.
Medtem ko pri Ra = 10° tok doseZe stacionarno stanje, pri Ra = 107 mejna plast postane
nestabilna. V zgornjem delu tople stene in v spodnjem delu mrzle stene se pojavijo vr-
tinci. Konvektivni tok jih prenaSa v smeri toka vzdolz obeh sten, navzgor ob topli steni
in navzdol ob mrzli steni. Ob prihodu na vrh, oziroma na dno kotanje, vrtinci ta dva dela
kotanje premeSata. V srednjem delu kotanje je tok skorajda stacionaren, temperaturno
polje je stratificirano. Vrtinci se pojavljajo periodi¢no, tokovno polje je zato oscilirajoce
in skorajda simetri¢no.
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Slika 6.2: Temperaturna polja (1(0.05)0): z leve proti desni: stacionarno stanje pri Ra =
10%, ¢asovno povpreéno polje Ra = 107 brez podmreinega modela, casovno povprecno LES
polje Ra = 10%, Ra = 10° in Ra = 10,

Pri Ra = 10® nastajajo vrtinci bolj pogosto. Mejna plast je nestabilna na zgornji
polovici tople stene in na spodnji polovici mrzle stene. Stratificiran osrednji del se zmanjsa.
Tok ni niti priblizno ve¢ simetri¢en, ¢eprav je zacetno temperaturno in hitrostno polje bilo
simetri¢no. Dolzinska skala struktur v toku se zmanjsuje.

Pri Ra = 10° in Ra = 10'° nastajajo vrtinci e pogosteje skorajda po celotni dolZini
obeh sten. Vecina vrtincev nastaja pribliZzno na polovici viSine kotanje. Zato je tudi
osrednji del kotanje popolnoma premesan, o stratifikaciji ne moremo ve¢ govoriti. V
tokovnem polju so prisotni vrtinci zelo razli¢nih velikostnih in ¢asovnih skal. Polje se ne
ponavlja, je nepravilno in kaoti¢no.

Na podlagi povpre¢nih tokovnih polj smo izrisali profile temperature, hitrosti in vr-
tinénosti na razli¢nih visinah v kotanji (slika 6.3). Profili jasno prikazujejo tanjSanje
mejne plasti s povecevanjem Rayleighjevega Stevila. Profili prikazujejo podrocje ob topli
steni, zato je mejna plast na profilih, ki prikazujejo spodnji del kotanje najtanjsa, saj tu
ne prihaja do nastajanja vrtincev. Pri Ra = 10° in Ra = 10'° vrtin¢nost zelo naraste,
kar nakazuje na prisotnost majhnih struktur v toku. Ob topli steni je vertikalna hitrost
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Slika 6.3: Profili temperature, wvrtincnosti in vertikalne hitrosti na visinah y =
0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5 za 10% kotanje ob topli steni. Profili za Ra = 107 so pri-
kazani s polno ¢rto, Ra = 10® s ¢rtkano, Ra = 10° s pikcasto ¢rto in Ra = 100 s
crto-piko.

najveéja na spodnjem delu kotanje. Vi§je v kotanji nastajajo v toku vrtinci, ki zmanjsajo
vertikalno hitrost.
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Prikaz izolinij temperature za razli¢ne ¢asovne korake je za Ra = 107 prikazan na
sliki 6.4. Na seriji petih zaporednih slik lahko opazimo rojstvo vrtinca in njegovo pot
v tokovnem polju. Med slikami je po 250 ¢asovnih korakov. Na sliki 6.5 so prikazana
temperaturna polja v ¢asovnem razmiku 150 korakov za Ra = 108, na sliki 6.6 pa tem-
peraturna polja za Ra = 10° s ¢asovnimi zamiki 100 korakov. Prikazujemo rezultate s
Piomellijevim dusenjem. Na sliki 6.7 pa so temperaturna polja pri Ra = 10'°.

Slika 6.4: Temperaturna polja pri Ra = 107 za pet casovnih korakov. Med slikami je 250
brezdimenzijskih casovnih korakowv.

V osrednjem delu kotanje pri nizjih Rayleighjevih Stevilih opazimo temperaturno slo-
jevitost oziroma stratifikacijo. Brezdimenzijski parameter stratifikacije je definiran s

oT
Sp = a—y|x:L/g7y:H/2. (62)

S povpre¢nimi temperaturnimi polji smo parameter stratifikacije izra¢unali. Pri Ra = 107
smo dobili S, = 0.25, pri Ra = 10® S, = 0.30, pri Ra = 10° S, = 0.77 in pri Ra = 10'°
S, = 0.1. Tian in Karayiannis [130] poro¢ata S, = 0.5 za Ra = 1.58 - 10° v kvadratni
kotanji. Xin in Le Quéré [144] pa S, = 1 za Raj, = 10° — 10'°.
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Slika 6.5: Temperaturna polja pri Ra = 108 za pet casovnih korakov. Med slikami je 150
brezdimenzijskih casovnih korakowv.

Slika 6.6: Temperaturna polja pri Ra = 10° za pet casovnih korakov. Med slikami je 100
brezdimenzigskih casovnih korakowv.
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Slika 6.7: Temperaturna polja pri Ra = 10'° za pet casovnih korakov. Med slikami je 100
brezdimenzijskih casovnih korakowv.

6.1.3 Prenos toplote

Prenos toplote skozi trdno steno predstavlja povpre¢no Nusseltovo Stevilo, ki ga za naso

geometrijo definiramo z

1 (HOT
a—dy. (6.3)

Nu= =
uHoam

Na sliki 6.8 prikazujemo grafe odvisnosti Nusseltovega Stevila od casa. Casovno pov-
pre¢ne vrednosti v tabeli 6.3 primerjamo s preverjeno resitvijo Xin and Le Quéré [144].
7 eksperimenti je bilo ugotovljeno (Faber, [33]), da je razmerje Nu/Ra'/* konstantno za

1/3 priblizno konstantno za turbulentno mejno plast. Z

laminarno mejno plast in Nu/Ra
interpolacijo smo jih izra¢unali in jih prav tako na tabeli 6.3 primerjamo z referen¢no re-
sitvijo. Ugotovili smo, da se ¢asovno povprec¢ne vrednosti zelo dobro ujemajo s preverjeno
refitvijo. Pri Ra = 107 je tok e laminaren in model brez podmrezne viskoznosti poda
pravilne rezultate. Mreza pri tem Rayleighjevem Stevilu uspe popisati vso fiziko, zato
podmrezno model ni potreben.

Pri Ra = 10% smo primerjali rezultate z in brez podmreZnega modela in ugotovili,
da so identi¢ni. Pri Ra > 10° pa LES izrac¢un z duSenim podmreZnim modelom poda
bolje rezultate. Pri Ra = 10° smo primerjali rezultate LES simulacije brez dugenja
in s Piomellijevim oziroma Van Driestovim duSenjem. Izrac¢un brez duSenja podmrezne

viskoznosti ob stenah napove popolnoma napac¢no tokovno sliko in prenos toplote. To je
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Slika 6.8: Odvisnost Nusseltovega $tevila od casa za: Ra = 107 (zgoraj levo), Ra = 108
(zgoraj desno), Ra = 10° (spodaj levo) in Ra = 10'° (spodaj desno).
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Tabela 6.3: Casovno povprecno Nusseltovo Stevilo Nu in primerjava korelacij s preverjeno
DNS resitvijo Xin et al. [144]. Primerjamo rezultate brez podmreznega modela C' = 0
in rezultate LES s Piomelli (LES,) in Van Driest (LES,q) duSenjem. (*) Za Nu pri
Ra = 10% in Ra = 10° smo rezultate Xin-a napovedali s pomocjo njegove odvisnosti
Nu/Ra'*. (+) Z naso Nu/Ra'/* odvisnostjo smo napovedali Nu za Ra = 3.125-107 in
Ra = 1.56 - 108.

Nu Nu/Ra'/* Nu/Ra'/3
Ra C=0| LES, | LES,; | Xin [144] | na8i | Xin [144] | na8i | Xin [144]
107 12.27 12.3 0.2181 | 0.2185 | 0.0569 | 0.0571
3.125- 107 16.91F 16.62 0.2227 0.0528
108 22.5 22.5 22.56* | 0.2256 0.0486
1.56 - 108 25.57 25.25 0.2256 0.0469
109 44.77 | 43.25 | 43.67 | 43.63* | 0.2432 0.0433
1010 90.44 0.2856 0.0419

v skladu s trditvami drugih avtorjev (Breuer, [11]). Ob stenah je podmrezno viskoznost
potrebno dusiti. Primerjava simulacij s Piomellijevim in Van Driestovim duSenjem pa je
pokazala, da Van Driestovo duSenje poda malenkost boljSe rezultate. Izra¢un z dinami¢no
doloc¢itvijo konstante modela je velikokrat napovedal negativno konstanto. Ker smo jo
umetno postavljali na ni¢, je bil rezultat simulacij podoben izra¢unu pri C' = 0.

Izrac¢unano razmerje Nu/Ra'/* je priblizno konstantno za Ra = 107 —108%, kar nakazuje
na laminarno mejno plast. Pri Ra = 10° — 10'° pa je konstantno razmerje Nu/Ra'/?, kar
dokazuje turbulentno mejno plast.

Pri manjs$ih Rayleighjevih Stevilih, kjer vrtinci ne nastajajo vzdolz celotnih vi§in obeh
sten, je prenos toplote najvecji tam, kjer vrtincev ni. Tam je temperaturna mejna plast
zelo tanka in zato je prenos toplote velik.

6.1.4 Analiza prehoda od oscilirajo¢ega do turbulentnega rezima
toka

Prehod iz stacionarnega rezima toka pri Ra = 10° preko oscilirajoéega rezima pri Ra = 107
do turbulentnega pri Ra = 10'° smo prikazali na grafih odvisnosti temperature od ¢asa v
dveh tockah. Tocki smo izbrali tik ob topli steni v zgornji polovici kotanje. Torej to¢no
tam, kjer vrtnici nastajajo najprej. Koordinati tock sta

A=(0.0011,35), B =(0.0301,3.5). (6.4)

Grafi so na sliki 6.9, kjer Ze na prvi pogled vidimo oscilirajo¢ potek spreminjanja tem-
perature s ¢asom pri Ra = 107, medtem ko pri vi§jih Rayleighjevih $tevilih prihaja do
izraza bolj ne-ponovljiv, kaoti¢en in nepravilen znacaj turbulentnega toka.

Prehod iz oscilirajoc¢e v turbulentne tokovne razmere lahko opazujemo tudi na tempe-
raturno - vrtin¢nih faznih portretih. Izrisali smo jih s pomod¢jo ¢asovnih serij temperature
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Slika 6.9: Odvisnost temperature od ¢asa v tockah A=(0.0011,3.5) in B=(0.0301,3.5). Od
zgoraj navzdol: Ra = 107, Ra = 10%, Ra = 10° in Ra = 10,
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in vrtin¢nosti v to¢kah (6.4). Prikazani so na slikah 6.10 in 6.11.
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Slika 6.10: Temperaturno vrtincéni fazni portreti za casovne serije v tocki A=(0.0011,3.5)
za Ra = 107 (zgoraj levo), Ra = 10% (zgoraj desno), Ra = 10° (spodaj levo) in Ra = 101°
(spodaj desno).

Izris dovolj dolgih ¢asovnih serij, po koncu prehodnega pojava, na faznem diagramu
omogoca pogled v topolosko strukturo atraktorja, v katero se trajektorija razvije po dol-
gem ¢asu (Decker [29]). Za Ra = 10° faznega diagrama nismo narisali, saj bi bil, zaradi
stacionarnega stanja, samo ena tocka v diagramu. Fazni portret pri Ra = 107 zajema
majhno elipti¢no oblikovano obmocje. Temperatura in vrtin¢nost sta moc¢no korelirani.
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Slika 6.11: Temperaturno vrtinéni fazni portreti za éasovne serije v tocki B=(0.03,3.5) za
Ra = 107 (zgoraj levo), Ra = 10® (zgoraj desno), Ra = 10° (spodaj levo) in Ra = 10'°

(spodaj desno).
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Obnasanje tekoc¢ine je oscilatorno, kaoti¢nega obnasanja ne opazimo. Fazni portret pri
Ra = 108 zajema oé&itno vedje T — w obmod&je in nima pravilne oblike. éeprav korelacija
med temperaturo in vrtinénostjo Se vedno obstaja, tok postaja vedno bolj nepravilen in
kaoti¢en. Fazna portreta pri Ra = 10° in Ra = 10'° zajemata $e vecji obmod&ji. Obliki sta
nepravilni, v toku je mogoce zaslediti zelo razlicne kombinacije temperature in vrtin¢nosti.

Se en dokaz prehoda iz oscilatornega v turbulentni rezim toka lahko ponudimo s pomo-
&jo izratuna spektrov. S hitro Fourierjevo transformacijo (Press et al. [89]) smo izra¢unali
spektre iz ¢asovnih serij temperature v to¢kah A in B. Spektralno amplitudo prikazujemo
na sliki 6.12.

Na slikah smo uspeli analizirati frekvence oscilacij in razvoj Siroko pasovnega dela
spektra, ki nakazuje na dinamiko turbulentnih tokov. Dominantna oscilatorna frekvenca,
s katero nastajajo vrtinci pri Ra = 107, je jasno izraZena na spektru. Ce primerjamo
spektre od Ra = 10" do Ra = 10'°, opazimo velik porast energije pri visokih frekvencah z
veCanjem Rayleighjevega Stevila. To nakazuje na obstoj majhnih struktur, ki so odgovorne
za hitre spremembe temperature in s tem spekter postane Sirokopasoven.

6.1.5 Turbulentne statistike

Za viSja Rayleighjeva Stevila smo izracunali turbulentne statistike drugega reda. Ker so
nase simulacije dvo-dimenzionalne in turbulentni tok ni popolnoma razvit, predstavljamo
rezultate v tem razdelku zgolj z namenom kvalitativne analize. Na slikah 6.13 in 6.14

prikazujemo Reynoldsove napetosti v,v}, vivy, vyv,, turbulentno kinetiéno energijo k =
1 /

3V;v;, turbulentne toplotne tokove v, 7", v, T" in varianco temperature 7"7" za Ra = 108,

Ra = 10° in Ra = 10'°. Pri najmanj$em Rayleighjevem Stevilu opazimo, da je obmodje

turbulentno predvsem na zgornjem delu tople stene in spodnjem delu mrzle stene, medtem
ko osrednji del kotanje ostaja laminaren. To je skladno z DNS rezultati Xin et al. [144].
Pri Ra = 10° najdemo maksimum turbulentnih fluktuacij ob robu na sredini kotanje.
Tam nastane vecina vrtincev. Tok jih prenaSa dolvodno in proti sredis¢u kotanje. Z
naraS¢ajo¢im Rayleighjevim Stevilom se maksimum turbulentne kineti¢ne energije pomika
gorvodno in je dale¢ stran od vertikalne mejne plasti. Nasprotno, maksimalni turbulentni
toplotni tok in maksimum temperaturne variance se nahajata v mejni plasti.

6.1.6 Zakljucki

7 metodo velikih vrtincev v hitrostno vrtinénem zapisu smo simulirali nestacionarno na-
ravno konvekcijo v diferencialno greti kotanji z razmerjem stranic 1:4. Pojav smo raziskali
pri Rayleighjevem Stevilu, definiranem na §irino kotanje, Ra = 10° - 10°. Tok je staciona-
ren in laminaren pri Ra = 10°. Pri Ra = 107 opazimo nastajanje vrtincev v mejni plasti
ob obeh stenah. Vrtinci nastajajo periodi¢no, pravimo, da je tok oscilatoren. Pri visjih
Rayleighjevih §tevilih opazimo prehod v turbulenten rezim toka, saj tok postaja vedno bolj
nepravilen, nesimetri¢en in kaoti¢en. Prehod smo raziskali s pomocjo prikaza diagramov
v odvisnosti od ¢asa, temperaturno vrtinénih faznih diagramov in izra¢una turbulentnih
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Slika 6.12: Spektralna amplituda, izracunana iz casovnih serij temperature v tockah
A=(0.0011,8.5) in B=(0.0301,3.5) za Ra = 107 (levo zgoraj), Ra = 10° (desno zograj),
Ra = 10° (levo spodaj) in Ra = 10'° (desno spodaj).
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Slika 6.13: Turbulentne statistike za Ra = 10® (zgornja vrsta) in Ra = 10° (spodnja
vrsta). Iz leve proti desni: Reynoldsove napetosti v, v, VU, Uy, turbulentna kineticna
1

energija k = im, turbulentni toplotni tokovi v, T", v T" in varianca temperature T"1".
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Slika 6.14: Turbulentne statistike za Ra = 10'°. Glej napis k sliki 6.13.

statistik. Ugotovili smo, da tok postane turbulenten najprej ob obeh vertikalnih stenah
in nazadnje v sredini kotanje. Prenos toplote smo opisali z ¢asovno povpre¢nim Nusselto-
vim Stevilom, odvisnostjo povpre¢nega Nusseltovega Stevila od Rayleighjevega Stevila in
odvisnostjo Nusseltovega stevila od ¢asa. Rezultati LES simulacij z duseno podmrezno
viskoznostjo se odli¢no ujemajo s preverjeno DNS resitvijo Xin in Le Quéré [144|. Potr-
dili smo, da model podmreZzne viskoznosti brez dusenja ne da pravilnih rezultatov. Pri
primerjavi Piomellijevega in Van Driestovega duSenja smo ugotovili, da podata priblizno
enake rezultate, pri ¢emer je povpreéno Nusseltovo §tevilo pri Van Driestovem duSenju za
odtenek blizje preverjeni resitvi.

6.2 Tok preko plitve kotanje

Tokove preko kotanj sre¢ujemo v mnogih inZenirskih aplikacijah. Tokovi preko son¢nih
celic (Gomes [43], Zdanski et al. [148, 149, 150]) in v cestnih kanjonih (Vardoulakis et al.
[132], Ravnik [94]) sta samo dva izmed mnogih primerov taksnih aplikacij.

Za tok preko son¢nih celic je Gomes [43]| eksperimentalno pokazal, da prenos toplote
znatno poviSamo, ¢e na robu celice postavimo zra¢no zaporo. Numeri¢no je problem
raziskoval Zdanski s sodelavci [148, 149, 150]. éeprav je tok preko soncne celice vedno
tri-dimenzonalen, je Zdanski za prvi priblizek izbral samo dve dimenziji in tok zraka v
ravnini celice. Ti poenostavitvi smo uporabili tudi mi. Sonéna celica z ograjo oziroma
plitva kotanja je skicirana na skici 6.15. Karakteristi¢na dolzinska skala je viSina kotanje,
h = 4ecm. Zrak Pr = 0.71 s temperaturo 7y = 300K tece preko kotanje. Dno kotanje
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je greto, predpostavimo stalno temperaturo 77 = Ty + AT. Vstopna hitrost zraka vy in
temperaturna razlika AT definirata Reynoldsovo in Rayleighovo stevilo. V tabeli 6.4 smo
predstavili kriterialna Stevila.
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Slika 6.15: Geometrija in robni pogoji za tok preko plitve kotanje. Na vstopu 1 predpisemo
enakomeren hitrostni profil s stalno temperaturo: U = (vy,0), T = Ty. Na trdnih stenah
2-6 je hitrost enaka nic. Na stenah 2 in 6 predpiSemo temperaturo Ty, steni 3 in 5 pa
sta idealno izolirani VT -7 = 0. Na spodnygi steni 4 predpisemo konstantno temperaturo
Ty = Ty + AT. Na izstopu uporabimo Orlanski [82, 60] konvektivni izstopni robni pogoj.
Na zgornjem robu predpostavimo razvit tok z VT -it=0in Vv, il = 0, v, = 0.

Simulacije smo izvajali pri Ra = 3 - 10°, kar pribliZno ustreza temperaturni razliki
At = 50K. Izra¢une smo ponovili za tri vstopne hitrosti zraka vy = 2m/s, 4m/s in 8m/s,
kar ustreza Reynoldsovim §tevilom Re = 5000, Re = 10* in Re = 2 - 10*. Pri najmanjsi
vstopni hitrosti zraka smo uporabili rac¢unsko mrezo SC-25440 z 10° vozlis¢i, pri srednji
SC-33900 7z 1.36 - 10° in pri najvigji hitrosti SC-44900 z 2 - 10° vozlig¢i. Podatki o mrezah
so navedeni v tabeli 6.5. Vpliv zanemarjanja elementov v BEM matriki integralov smo za
te tri mreze raziskali v poglavju 5.9 in prikazali grafi¢no na sliki 5.14.

Tabela 6.4: Reynoldsovo in Rayleighovo Stevilo za plitvo kotanjo s h = 0.04m, Ty = 300K,
v=16.1-10"%m?/s, Br = 1/Ty, A = 0.026198W/mK in Prandtlovo Stevilo Pr = 0.71.

Re | vo[m/s] | to=L/vo[s] | Ra | AT[K] | qo = )‘ATT[%] ‘
2500 1.01 0.0397 10° 17.52 11.48

5000 2.02 0.0198 2-10° | 35.05 22.95
10000 4.03 0.0099 3-10° | 52.57 34.43
20000 8.07 0.0049 5-10° | 87.61 57.38
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Tabela 6.5: Racunske mreZe za tok preko plitve kotange.

Uporabili smo devet tockovne

Lagrangeeve notranje celice in tri tockovne robne elemente.

mreza §t. elementov po robovih | §t. robnih | §t. notranjih | §t. vseh
1123 4 6 elementov celic vozlis¢

SC-25440 | 40 | 12 | 40 | 300 | 24 832 25440 102593
SC-33900 | 40 | 12 | 50 | 350 | 48 1000 33900 136601
SC-49900 | 50 | 24 | 63 | 400 | 70 1214 49900 200813

6.2.1 Re =5000,Ra=5-10°

Racunali smo s ¢asovnim korakom At = 1072 in brez podmre’nega modela. Strukture v
toku so dovolj majhne, da jih z mrezo lahko opiSemo. Zrak tece preko prve stene v kotanjo,
kjer se zavrtin¢i. Opazimo trganje vrtincev, ki jih tok odnaga iz kotanje. Kotanja je §iroka
nasproti viSini ovire, zato primarni vrtinec za oviro ne obsega samo njen zacetni del. Na
sliki 6.16 prikazujemo temperaturna polja za tri ¢asovne korake skupaj z Nusseltovim
Stevilom vzdolZ spodnje stene. Pred steno na desni kotanje se tudi periodi¢no pojavljajo
vrtinci, ki jih tok pocasi odnaSa preko vogala ven iz kotanje. Ostri vogal na vrhu zra¢ne
zapore na desni tvori ve€je Stevilo majhnih tokovnih struktur, ki pa niso odloc¢ilnega
pomena za prenos toplote iz dna kotanje.

Na sliki 6.17 prikazujemo ¢asovno povprecno Nusseltovo Stevilo vzdolz dna kotanje.
Opazimo, da je prenos najve¢ju na levem, zavetrnem delu kotanje in najmanjsi v sredini
kotanje. Drugi vrh prenosa toplote pa opazimo na desni privetrni strani. Na isti sliki
prikazujemo tudi po dnu kotanje povpreceno Nusseltovo Stevilo v odvisnosti od casa.
Vidimo, da se prenos toplote s ¢asom oscilirajo¢e spreminja in da ne odstopa veliko
od povprec¢ne vrednosti. Casovno povprecje po dnu kotanje povprecenega Nusseltovega
Stevila je prikazano v tabeli 6.6.

Tabela 6.6: Casovno pouvprecje po dnu kotanje povprecenega Nusseltovega stevila in iz njega
1zracunana gostota toplotnega toka. Podajamo primerjavo simulacije brez podmrezZnega
modela (C = 0) in simulacije s podmreznim modelom z Van Driestovim dusenjem ob
trdnih stenah LES, .

C=0 LES,q
Re Ra | Nu | Nu-qo [%%] | Nu | Nu-qo [%]
5000 | 3-10° | 19.2 220.4
10000 | 3-10° | 30.2 1039 29.9 1029
20000 | 3-10° | 45.5 2611 35.4 2031
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100 F

Slika 6.16: Temperaturno polje in Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene za primer Re =
5000, Ra = 5 - 10°. Izbrali smo tri ¢asovne korake, ki nakazujejo na odlepljenje vrtinca za
prvo steno. Med slikami je 1200 casovnih korakov oziroma 1200 - 1072 - 0.0198s = 0.24s.
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Slika 6.17: Pouvpreéno Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene (desno) in v odvisnosti od
¢asa (levo) Re = 5000, Ra = 5 - 10°. Simulacija brez podmreinega modela.

6.2.2 Re=10* Ra=5-10°

Racunali smo s ¢asovnim korakom At = 5-1073. Primerjava simulacij brez podmreZnega
modela in z duSenim podmreznih modelom je pokazala, da bistvene razlike pri povpre¢nem
Nusseltovem $tevilu ni (tabela 6.6). Oba modela napovesta enak povpreéni toplotni tok
skozi spodnjo steno.

Tokovne razmere prikazujemo na sliki 6.18. Opazimo, da se je prenos toplote glede na
simulacijo pri manjSem Reynoldovem Stevilu povecal. Na slikah 6.19 in 6.20 prikazujemo
¢asovno povprecno Nusseltovo Stevilo vzdolz spodnje stene kotanje za simulacijo brez in
s podmreznim modelom. Podobno kot pri manjSem Re §tevilu je prenos toplote najvecji
v zavetrni strani ograje na levi in pada proti ograji na privetrni strani. Prikazujemo
tudi ¢asovni potek po dnu kotanje povprec¢nega Nusseltovega Stevila. Opazimo §e vedno
relativno majhno nihanje okoli povpre¢ne vrednosti, a hkrati tudi vidimo, da je v ¢asovni
sledi opaziti tudi hitra visokofrekven¢na nihanja Nusseltovega Stevila, kar nakazuje na
pojav manj§ih struktur v toku. Tako kot povpreéno Nusseltovo Stevilo, tudi kvalitativna
primerjava prenosa toplote ocenjena z LES brez in s podmreznim modelom ne pokaze
razlike.

6.2.3 Re=2-10", Ra=5-10°

Pri najvi§jem Reynoldsovem $tevilu smo rac¢unali s ¢asovnim korakom At = 1073. Tem-
peraturno polje in Nusseltovo Stevilo vzdolz spodnje stene za simulacijo brez podmreznega
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Slika 6.18: Temperaturno polje in Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene za primer Re =
10*, Ra = 5 - 10°. Simulacija brez podmreznega modela. Med slikami je 600 casovnih
korakov oziroma 600 -5 - 1073 - 0.0099s = 0.0297s.
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Slika 6.19: Pouvprecno Nusseltovo stevilo vzdolZ spodnje stene (desno) in v odvisnosti od
¢asa (levo) Re = 10, Ra = 5 - 10°. Simulacija brez podmreZnega modela.
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Slika 6.20: Pouvpreéno Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene (desno) in v odvisnosti od
casa (levo) Re = 10*, Ra = 5 - 10°. Podmrezni model z Van Driestovim duSenjem ob
stenah. Med slikami je 5000 casovnih korakov oziroma 5000 - 1072 - 0.0049s = 0.0245s.
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modela smo prikazali na sliki 6.22, s podmreznim modelom z Van Driestovim duSenjem
pa na sliki 6.23. Za isti primer ob istem c¢asu prikazujemo tokovnice in izolinije vrtin¢nosti
na sliki 6.21. Casovno povprecne vrednosti Nusseltovega Stevila vzdolz kotanje pa so za
obe simulaciji prikazani na slikah 6.24 in 6.25 ter v tabeli 6.6.

Opazimo veliko razliko v napovedanem prenosu toplote med simulacijo z in simula-
cijo brez podmreznega modela. Podobno kot pri naravni konvekciji v kotanji, ki smo
jo simulirali zgoraj, simulacija brez podmreznega modela poda vi§je vrednosti za prenos
toplote. Smatramo, da simulacija brez podmreZnega modela pri tem Reynoldsovem S$te-
vilu Ze podaja napacne rezultate. Vidimo, da je prenos toplote napovedan s simulacijo s
podmreznim modelom blizje rezultatom, ki jih je Zdanski s sodelavci [150] dobil za enak
primer z RANS simulacijo.

Slika 6.21: Vrtincno polje in tokovnice za primer Re = 2 - 10*, Ra = 5 - 10°. Podmrezni
model z Van Driestovim dusenjem ob stenah.
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Slika 6.22: Temperaturno polje in Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene za primer Re =
2.10* Ra = 5-10°. Brez podmreznega modela. Med slikami je 5000 ¢asovnih korakov
oziroma 5000 - 1072 - 0.0049s = 0.0245s.
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Slika 6.23: Temperaturno polje in Nusseltovo Stevilo vzdolZ spodnje stene za primer Re =
2-10% Ra = 5-10°. Podmrezni model z Van Driestovim dusenjem ob stenah. Med slikami
je 5000 ¢asovnih korakov oziroma 5000 - 1073 - 0.0049s = 0.0245s.
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Slika 6.24: Pouvprecno Nusseltovo stevilo vzdolZ spodnje stene (desno) in v odvisnosti od
¢asa (levo) za primer Re = 2-10%, Ra = 5-10° . Simulacija brez podmreZnega modela.

55 120
sorF 100
45
B 80
a0
2: i g 60
35| |
r 40
30
25 I 20
2oL 1 R R | 1 1 1 1
00 5 10 15 20 00 2 4 6 8
Cas x

Slika 6.25: Pouvpreéno Nusseltovo $tevilo vzdolZ spodnje stene (desno) in v odvisnosti od
casa (levo) za primer Re = 2 -10*, Ra = 5 - 10° . Simulacija s podmreznim modelom z
Van Driestovim dusSenjem ob stenah.
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Poglavije 7
Zakljucki

7.1 Razprava

V doktorski disertaciji smo predstavili numeri¢no metodo za simulacijo turbulentnih to-
kov nestisljive viskozne newtonske tekocine v dveh dimenzijah. Uporabili smo hitrostno
vrtinéno formulacijo simulacije velikih vrtincev. Vzgonski ¢len smo upostevali v okviru
Boussinesqjevega priblizka.

Simulacija velikih vrtincev v hitrostno vrtinénem zapisu vkljucuje tri, med seboj neli-
nearno odvisne, parcialne diferencialne ena¢be. Enac¢ba kinematike je Poissonovega tipa
in povezuje filtrirano hitrostno in vrtinéno polje za vsak kraj in ¢as. Enacbi prenosa
vrtinénosti in ohranitve energije sta difuzijsko advektivnega tipa. Vkljucujeta podmrezni
model, ki skrbi za vpliv najmanjsih struktur v toku, ki jih s simulacijo velikih vrtincev ne
dosezemo.

Numeri¢no reSitev sistema nelinearnih enac¢b smo dosegli s kombinacijo metode robnih
elementov, diskretne val¢ne transformacije in metode kon¢nih elementov. Metodo rob-
nih elementov smo nadgradili s pomoc¢jo diskretne valéne transformacije in z njo resili
enaCbo kinematike za neznanke na robu. Vpeljali smo diskretno val¢no transformacijo za
vektorje poljubnih dolzin, da smo lahko zagotovili uspesno uporabo metode na gostejsih
racunskih mrezah. Valéno transformacijo smo uporabili za stiskanje matrik integralov,
ki izvirajo iz metode robnih elementov. Matrike s shranjenimi vrednostmi integralov so
odvisne samo od geometrije rac¢unske mreze, zato jih lahko izra¢unavamo vnaprej. Za sam
izracun integralov ter val¢no transformacijo matrike shranjenih integralov smo uporabili
paralelno ra¢unanje na vec procesorjih. Valéno stisnjeno matriko integralov uporabimo za
izrac¢un produkta z vektorjem vrtin¢nosti po vozlis¢ih v enacbi kinematike diskretizirani
z metodo robnih elementov. Vpeljali smo nov na¢in zanemarjanja elementov. Mejo za za-
nemarjanje smo dolo¢ili kot del povpre¢ne vrednosti absolutnih vrednosti vseh elementov
v matriki. Dokazali smo, da tak nacin omogoca lazje izvedljiv algoritem zanemarjanja in
da je relativna napaka izracunanega matri¢no vektorskega produkta premo sorazmerna z
delom povprec¢ne vrednosti absolutnih vrednosti vseh elementov v matriki, medtem ko je
eksponentno odvisna od deleza zanemarjenih elementov. Natanc¢nost izraCunanega ma-
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tri¢no vektorskega produkta smo raziskali in ugotovili, da ve¢je matrike, ki so posledica
uporabe gostejsih racunskih mrez, za enako natan¢nost produkta omogocajo vecji delez
zanemarjenih elementov.

Ko z metodo robnih elementov izra¢unamo vrednosti na robu, s pomocjo metode
kon¢nih elementov izracunamo hitrostno, vrtinéno in temperaturno polje v notranjosti.
Metodo konénih elementov smo uporabili zato, ker ima metoda robnih elementov prevelike
zahteve po pomnilniku in je zato na gostih mrezah ni bilo mogoce uporabiti. Ker prenosni
enacbi vkljucujeta od kraja in ¢asa odvisna ¢lena, ki podajata prispevek struktur v toku, ki
smo jih s filtrom odstranili, smo njuno reSevanje temeljito preverili na analiti¢nih primerih.

Celoten numeri¢ni algoritem je iterativen zaradi nelinearnosti sistema enacb. Kon-
vergenco dosezemo z uporabo podrelaksacije. Predstavili smo tako serijski kot tudi dva
paralelna algoritma. Algebrajsko paraleliziran algoritem predvideva razdelitev dela po
procesorjih na nivoju matrik. Izkazal se je za ucinkovitega. Uporabljali smo ga za re-
Sevanje najvecjih primerov. Drug paralelni algoritem pa temelji na razdelitvi obmodja
na dele. Tu vsak procesor resSuje svoj del obmocja, med seboj pa si izmenjujejo samo
robne pogoje. Ta algoritem je ¢asovno bolj u¢inkovit. Vendar smo ugotovili, da v primer-
javi s serijskim izra¢unom pri visokih vrednostih kriterialnih Stevil naraste Stevilo iteracij
nelinearne zanke, kar uc¢inkovitost algoritma zmanjsa.

Celotno numeri¢no shemo smo preverili na analiti¢nih in laminarnih primerih toka
nestisljive viskozne newtonske tekocCine. Poseben poudarek smo posvetili vplivu zane-
marjanja elementov v val¢no transformirani matriki integralov na natan¢nost rezultatov.
Doloc¢ili smo primerno stopnjo zanemarjanja, ki tudi pri visokih vrednostih kriterialnega
Stevila nima vpliva na simulacijo.

7 razvito numeri¢no shemo smo simulirali nestacionarno naravno konvekcijo v dife-
rencialno greti kotanji z razmerjem stranic 1:4. Pojav smo raziskali pri Rayleighjevem
Stevilu, definiranem na §irino kotanje, Ra = 10° - 10'°. Tok je stacionaren in laminaren
pri Ra = 10°. Pri Ra = 107 opazimo nastajanje vrtincev v mejni plasti ob obeh stenah.
Vrtinci nastajajo periodi¢no. Pravimo, da je tok oscilatoren. Pri vi§jih Rayleighjevih
Stevilih opazimo prehod v turbulenten rezim toka, saj tok postaja vedno bolj nepravilen,
nesimetric¢en in kaoti¢en. Prehod smo raziskali s pomocjo prikaza diagramov v odvisno-
sti od Casa, temperaturno vrtin¢énih faznih diagramov in izra¢una turbulentnih statistik.
Ugotovili smo, da tok postane turbulenten najprej ob obeh vertikalnih stenah in nazadnje
v sredini kotanje. Prenos toplote smo opisali s ¢asovno povpre¢nim Nusseltovim Stevilom,
z odvisnostjo povprecnega Nusseltovega Stevila od Rayleighjevega Stevila in z odvisnostjo
Nusseltovega stevila od ¢asa. Rezultati LES simulacij z duseno podmrezno viskoznostjo
se odli¢no ujemajo s preverjeno DNS resitvijo (Xin in Le Quéré, [144|). Potrdili smo, da
model podmrezno viskoznosti brez duSenja ne poda pravilnih rezultatov. Pri primerjavi
Piomellijevega in Van Driestovega duSenja smo ugotovili, da podata priblizno enake re-
zultate, pri cemer je povprecno Nusseltovo Stevilo pri Van Driestovem dusSenju za odtenek
blizje preverjeni resitvi.

Simulirali smo tudi tok preko plitve kotanje z gretim dnom. Pri razli¢nih hitrostih
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tekoCine smo ocenili odvisnost prenosa toplote iz dna v tekoc¢ino. Ugotovili smo, da je
prenos toplote najvecji takoj za oviro, saj se tam ustvari vrtinec, ki zelo u¢inkovito odnasa
segreto tekocino stran od stene.

7.2 Sklep

Trg in Zelja po stalnem napredku ustvarjata potrebo po ¢im hitrejsem in ¢im ucinkovi-
tejSem simuliranju turbulentnih tokov za napovedovanje delovanja in optimiranje naprav.
Takim Zeljam lahko na eni strani ugodimo z vlaganjem v razvoj racunalniSke opreme
in ob obstojecih preverjenih algoritmih pridemo do moznosti simuliranja kompleksnejsih
sistemov. Ker pa se predvideva, da racunalniSske moci za vsakdanjo inzZenirsko uporabo
direktne numeri¢ne simulacije ne bo na voljo Se nekaj desetletij, je pomemben tudi razvoj
novih numeri¢nih algoritmov in fizikalnih modelov.

V pricujoci disertaciji smo uspeli metodo robnih elementov nadgraditi z val¢no trans-
formacijo na tak nacin, da omogoca reSevanje kompleksnejSih primerov z ve¢jo natan¢no-
stjo (gostej$imi ra¢unskimi mrezami). Za dosego tega cilja smo jo v algoritmu dopolnili z
metodo kon¢nih elementov.

Racunskega algoritma nismo uporabili na klasi¢nem zapisu simulacije velikih vrtincev.
Uporabili smo hitrostno vrtinéni zapis, ki po naSem mnenju nudi ve¢ prednosti. S tem, ko
tlak ni vkljucen v sistem enacb, se izognemo korekcijam tlaka v algoritmu, ki je zato bolj
pregleden in stabilen. Vrtin¢nost je veli¢ina, ki vsebuje odvode hitrostnega polja. Ker je
direktno vklju¢ena v sistem enacb, le ta z njo posledi¢no vkljuc¢uje visje redne priblizke
hitrostnega polja.

Razvita numeri¢na shema za simulacijo velikih vrtincev v hitrostno vrtinénem zapisu
se je pokazala za u¢inkovito in uporabno. V primerjavi s preverjeno resitvijo podaja dobre
rezultate.

7.3 Smernice za nadaljnje delo

Hitrostno vrtinéni zapis simulacije velikih vrtincev smo izpeljali v vektorski obliki. Zaradi
pomanjkanja ra¢unske moci smo bili primorani izvajati simulacije samo v dveh dimenzi-
jah. V prihodnje nameravamo numeri¢ni algoritem razsiriti na tri dimenzije. éeprav je
raz§iritev na tri dimenzije iz matemati¢nega gledis¢a enostavna, bomo tezko zagotavljali
dovolj gosto mreZo za izvajanje LES simulacij. Pri prehodu na tri dimenzije se §tevilo
enacb poveca, saj je potrebno resevati za tri komponente hitrosti in tri komponente vr-
tin¢nosti. Prav tako je razmerje med povrSino roba proti prostornini obmodja v treh
dimenzijah manj ugodno kot v dveh dimenzijah, zato se relativni delez robnih integralov
poveca. Za uspeSen prehod v tri dimenzije bo potrebno izboljsati uc¢inkovitost val¢nega
stiskanja in algoritem ucinkoviteje paralelizirati.

Razvita val¢na transformacija za vektorje poljubnih dolzin in algoritem za val¢no
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transformiran matri¢no vektorski produkt sta splosno uporabna v vseh vejah znanosti
in tehnike. V prihodnje nameravamo izboljSati algoritem za paralelno ra¢unanje val¢no
transformirane matrike, ga pospesiti in zmanj$ati Stevilo potrebnih procesorjev za izracun.
Tudi izboljsanje ucinkovitosti stiskanja je eden nasih glavnih ciljev. Nadaljevali bomo
z iskanjem nacina, s katerim bi za stiskanje vektorjev poljubnih dolzin lahko uporabili
Daubechies valcke namesto Haarovih.

V prihodnosti nameravamo tudi nadomestiti FEM za reSevanje transportnih enach
z BEM. Uporabili bomo postopke, ki zmanjsSujejo spominsko zahtevnost BEM, kot so
uporaba podobmocij ali makro elementov.

V disertaciji smo razvili algoritme, ki so splo$ne narave in z njimi lahko reSujemo
raznovrstne probleme. Kot eno izmed moznosti prihranka racunalniskega spomina in
racunskega Casa vidimo tudi navezavo algoritma na problem, ki ga reSujemo. Z znanimi
robnimi pogoji in geometrijo obmocja si lahko pomagamo pri izboljSanju uc¢inkovitosti
algoritma.
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Priloge

A1l Filtriranje

Operacija filtriranja tokovnega polja u(7,t) je definirana s konvolucijskim integralom

(1) = /Q G(F, D)u(Z — 7, t)d

kjer integral tece po celotnem obmodcju toka €2, filterna funkcija pa je normirana

/QG(r,x)dr = 1.

Filter je homogen, ¢e ni odvisen od -
Rezidualno polje definiramo z

V splosnem filtrat rezidualnega polja ni enak nic¢:
' (Z,t) # 0.

Operaciji filtriranja in odvajanja po ¢asu komutirata

on _ (0
ot \ot)

medtem ko odvajanje po koordinati

aiCj a.ij
komutira s filtriranjem samo, ¢e je filter homogen (A1.3).
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8@ . (9uz - . 8G(F,f) -

(AL1)

(AL.2)

(AL.3)

(A1.4)

(AL.5)

(AL.6)

(A1.7)
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Filtriranje v eni dimenziji

Lastnosti razli¢nih filtrov si najlazje ogledamo v eni dimenziji. Obravnavali bomo na-
klju¢no skalarno funkcijo u(z), ki je definirana za vse = € [—00, >0]. Ce je G(r) homogen
filter, dobimo filtrirano funkcijo s konvolucijo:

a(z) = / G(r)ulz — r)dr. (A1.8)
Najpogosteje uporabljane filtre smo, skupaj z njihovimi prenosnimi funkcijami, nasteli v
preglednici A1.1 . Grafi¢no so filtri prikazani na sliki A1.1, prenosne funkcije pa na sliki
Al.2.

Lastnosti filtra dolo¢a §irina filtra A, oziroma iz nje izpeljano kriti¢no valovno §tevilo:

k.= N (A1.9)
Oster spektralni filter poreze vsa valovna Stevila nad kriti¢nim. Oglejmo si limitni primer
zelo velike Sirine filtra. Ko je A veliko vedja od reda velikosti turbulence (domene), takrat
gre kriti¢no valovno §tevilo proti ni¢ in filtrirano polje proti povpre¢nem polju. Rezidu-
alni napetostni tenzor pa proti Reynoldsovem napetostnem tenzorju. Ko gre r/A — 0,
postanejo filtri G(r) konstantni in operacija filtriranja pa je povpreevanje.

Tabela A1.1: Pogosto uporabljani filtri in njihove prenosne funkcije. Sirina filtra je A,
kriticno valovno Stevilo pa k. = m/A.

Ime Filter Prenosna funkcija
sploSen izraz G(r) G(k) = [ e G(r)dr
skatlast filter %H(%A —|r]) Sinl(iZA)

3
Gaussov filter (%) exp (—%) exp (— kQﬁQ)
oster spektralni filter Sin(::/ 2) H (ke — |k|)
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Slika A1.1: Filtri G(r) pomnoZeni s Sirino A. S polno ¢rto je oznacen oster spektralen

filter, s pikcasto

crto Skatlast filter in s c¢rto-piko Gaussov filter.

Slika A1.2: Prenosne funkcije filtrov é(k) S polno ¢rto je oznacena prenosna funkcija
ostrega spektralnega filtra, s pikcasto ¢rto Skatlast filter in s ¢rto-piko pa prenosna funkcija
Gaussovega filtra.
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A2 Gaussov in Greenova stavka

Gaussov stavek

Naj bo € obmodje z robom I' in F' vektorsko polje, ki je definirano na tem obmodju.
Gaussov'! stavek pove, da je skupen pretok polja F skozi zaprt rob I" enak prostorninskemu
integralu po (2 divergence tega polja:

/ﬁ~df:/ V- FdQ, (A2.1)
T Q

kjer ima infinitezimalno majhen del ploskve dl' = 7idl’ normalno smer ven iz obmodja €.
Gaussov stavek za skalarno polje u pa se glasi

/ wdl = / VudQ. (A2.2)
r Q
Poznamo ve¢ izpeljanih oblik Gaussovega stavka. Posebno priro¢na je naslednja oblika

/ﬁxdf:/ﬁxﬁdrz—/ﬁxﬁdg. (A2.3)
Iy I Q

Greenov prvi stavek

Naj bosta u in u* skalarni polji definirani na €2. Ko vstavimo F = uVu* v Gaussov stavek
A2.1, dobimo

/Fuﬁu* -dl = /Qﬁ - (uVur)dQ.

Odvajamo pod integralom na desni strani zgornje enacbe, integrala lo¢imo in zapiSemo
Greenov? prvi stavek

/ WS - dl = / V- VutdQ + / uVurdo. (A2.4)
T Q Q

Greenov drugi stavek

V Greenovem prvem stavku A2.4 zamenjamo polji u in u*:
/ wVu-dl = / Vut - VudQ + / w*V2udsQ.
r Q Q

Zgornjo enacbo odstejemo od Greenovega prvega stavka A2.4 in dobimo Greenov drugi
stavek

v Ay, AT — 2, x kw72
/F<uVu u Vu) dr /Q(UV u* — u*Vu)dSd. (A2.5)

LCarl Friedrich Gauss (1777-1855), nemgki matematik
2George Green (1793-1841), britanski matematik in fizik
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A3 O normali in tangenti

Normala na ploskev je vektor 72 enotske dolzine, usmerjen pravokotno na ploskev ven iz
obmocja. V dveh dimenzijah ga zapiSemo

; |7i| = \/n2 +n2 =1 (A3.1)

Tangenta na ploskev je enotski vektor ¢ pravokoten normali

n=

Ty

_ny
Ng

F: ; m - E: 0; tk = €einy. (A32)

Veckrat uporabljamo izraza za odvod po normali a% in tangenti %
0 1 0 0 0 S
%_{<0>%+<1 )a—y}n, (A33)
0 0 0 1 0 S
a0 a0 o .

oziroma v komponentnem zapisu

0 0

0 0 0
— = ———1ty = —epny. A3.6
8t Gmk F Gmk R ( )
Za vajo in ker nam pri izpeljavi integralske oblike enacbe kinematike pride prav, dokazimo
spodnjo enakost:

81)1‘ an

a—n + eijwnj = —eijg.
Vstavimo definiciji odvodov po normali (A3.5) in tangenti (A3.6) v enakost in piSemo:

ov; dv; Oy ov;

o T = gt gy, W =
81), ov; 0v; v,
81’1 1+ a—@nz + eij( a No + 8—1:2710 =

ov; ov; ov; 81}
(axl + 6”8 J ) + (7 - —3 )TLQ = —€;;wn;. (A38)

0xo i 0y
Zadnja enakost zgoraj drzi zato, ker ko izberemo i, j, 1,2 vidimo, da je en od oklepajev

(A3.7)

enak divergenci hitrostnega polja = 0, drugi pa vrtin¢nosti.
V dveh dimenzijah lahko normalno v,, in tangentno v; hitrost izrazimo z v,, v, takole:

U = NgUy + Nyy, U = —NyUy + Ny, (A3.9)

Uy = Nyl — Ny Uy, Vy = NyUy + Nyt (A3.10)
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A4 Interpolacijske funkcije

Obravnavamo dvodimenzionalno obmocje (2 z enodimenzionalnem robom I'. Rob je raz-
deljen v robne elemente, obmocje pa v celice. Denimo, da poljubno veli¢ino f poznamo
samo v nekaj to¢kah znotraj posameznega robnega elementa in notranje celice; f;. Vre-
dnost v drugih tockah dobimo z interpolacijo. Naj bodo N; take interpolacijske funkcije,
da zapiSemo vrednost veli¢ine f v poljubni tocki elementa oz. celice takole

kjer smo v elemetu oz. celici privzeli lokalni koordinatni sistem, v katerem 7 in £ zavzemata
vrednosti med [—1, 1]. Skice konstantnega, linearnega in paraboli¢nega robnega elementa

1 2 1 2 3
S G O OG—O0—0

Slika A4.1: Konstantni, linearni in paraboli¢ni robni element. S krogci so oznacene znane
vrednosti velicine f;.

so na sliki A4.1. Interpolacijske funkcije za vse tri tipe robnih elementov pa so:

NE=1; (A4.2
1— 1
Y/ i (A4.3)
2 2
1 1
N =gnin—=1),  N'=(L=n)(+n),  N=Znn+1). (A4.4)

Na sliki A4.2 so skicirane notranje celice (oziroma robne, v tridimenzionalnem pri-
meru). Interpolacijske funkcije za kvadratno notranjo celico so

NP = 0-m-8, N = (1-n)(1+8),
NO=T04mA+E, NP =1 4m(-6). (A45)

Interpolacijske funkcije za Serendipityjevo notranjo celico pa so

N = 1 -m)(1-8(n—E-1), N = (-1 -8),

4
N = {041 — (b —E~1),  N= (1-)(1+n),
N = L)+ (e, N9 = (1148,
NP = J0-m+(-n+E-1),  NO= (0-)1-n.  (AdG)
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4 3
@ o @ o o @ o Q=1
n
O O O O O
3
¢ d &—o—O G—-Oo—On="-1
1 P £=-1 £=1

Slika A4.2: Kvadratna, Serendipityjeva in Lagrangeeva notranja celica. S krogci so ozna-

cene znane vrednosti velicine f;.

Interpolacijske funkcije za Lagrangeevo notranjo celico so

NP = Ty~ DE(E - 1),
N = nln + DE(E ~ 1),
N = Tnln+ DEE + 1),

N =y — DE(E+1),

NO = (- P)eE 1),

N =L eumm ),

2

N9 = S(1—)E(E + D),

Vo =L —e@pm 1),

2
Ny =(1—1°)(1—&).

(A4.7)
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A5 Transformacija koordinatnih sistemov

Preslikajmo kartezijev koordinatni sistem (z,y) v koordinatni sistem (&, 7) z

n=n(z,y). (A5.2)

S pomocjo pravil za odvajanje lahko piSemo
- O O N (A53)
( dy 82/ a—z dn
e\ (& % da
(dn>_<% o/ \d ) .

S primerjavo ena¢b (A5.3) in (A5.4) ugotovimo, da mora biti produkt obeh matrik odvo-
dov identiteta, zato:

in

oe o or ox NV |/ oy _oe

1} 0 0 0 0 %
(Gz)-(5a) -3(2 &) a55)

9z By o9& on 9 €

kjer je Jacobijeva® determinanta .J enaka

J=| g g |=0r0 Oy0r (A5.6)

| %’g gi |_ dxdy Oyox
e on 9§ dn 0 On

Za zapis koordinat z,y v celici s koordinatnim sistemom &, uporabimo interpolacijske
funkcije (priloga A4). Znotraj celice velja

kjer so N; interpolacijske funkcije in x; ter y; znane vrednosti v vogalih celice. Jacobijevo
determinanto izra¢unamo s pomod&jo (A5.7) in (A5.6) takole:

J = Z%%Z% Z%%Za : (A5.8)

Razvoj po interpolacijskih funkcijah (A5.7) uporabimo tudi za izra¢un matrike (A5.5):

ot B¢

ox 1 i Ji — Lat

@%%>:<2y% Zx%>_ (A5.9)
o9r oy > i 22 T

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemski matematik
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Bazna vektorja v lokalnem koordinatnem sistemu (£, 7) zapiSemo z globalnima baznima
vektorjema (i, 7) takole:

- Oox- Oy-
Zgzaé_l+aggj: o |, (A5.10)

=it o= 5 | (A5.11)

0
ﬁc/’;(o)- (A5.12)
1

Prostorski element d{2? = dxdy zapiSemo v lokalnem koordinatnem sistemu s pomocjo
baznih vektorjev (A5.10), (A5.11) in (A5.12):

dQ = dady = (ic X J,) - kcdédn = ( - n) dédn = Jdédn (A5.13)
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A6 Izstopni robni pogoj

V velini primerov uporabe ra¢unalniske dinamike teko¢in na realnih tokovih iS¢emo re-
zultat na rac¢unskem obmodju, ki prekriva le majhen del celotnega fizicnega obmocja. To
dosezemo s predpisom t.i. odprtega oziroma izstopnega robnega pogoja. Ker nimamo
nobenih informacij o toku izven rac¢unskega obmocja, je potrebno na izstopnem robu na
podlagi lastnosti fizikalnega modela, ki ga obdelujemo, dolociti priblizek robnega pogoja.

V primerih toka v kanalu ali toka preko ovire v kanalu (valj, kvader) je glavna smer
toka normalna na izstop. Orlanski [82] in Kobayashi et al. [60] so na izstopu predvideli
monokromati¢no valovanje takole:

o¢  J9
o g =0 (A6.1)

kjer je ¢ ena izmed funkcij polja (komponenta hitrosti, vrtin¢nost, temperatura), ¢ je ¢as,
a% pa odvod po normali na izstopni rob. Privzamemo, da je potovalna hitrost valovanja
c enaka vstopni hitrosti teko¢ine v kanal ¢ = v,,. Odvod po ¢asu diskretiziramo:

0 _ oy —op
A6.2
a - At ( )
kjer je ¢’5"! veli¢ina na robu v naslednjemu ¢asovnemu koraku, ¢% pa v sedanjemu. Odvod
po normali pa s pomod&jo ena¢be (A3.5) zapiSemo:
8 n o 4n n o 4n
0 _ dh-dk  oh—0k (46:3)

o T Az "y Ay

kjer je ¢ vrednost veli¢ine v vozlis¢u znotraj obmocja, ki je najblizje robnemu vozlis¢u,
za katerega robno vrednost racunamo. Enacbi (A6.2) in (A6.3) uporabimo v valovni
ena¢bi (A6.1) in dobimo:

G = B — v A {n Oh — Ok, b= ““f?} . (A6.4)

Ax Y Ay
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A7 Sledenje delcev v toku

V mnogih inZenirskih aplikacijah se srecujemo z delci v toku. Na primer, v izpu$ni cevi
motorja. Veckrat so delci zelo majhni in lahko njihov vpliv na teko¢ino zanemarimo.
Za vizualizacijo tokovnih polj, izra¢unanih v okviru tega dela, smo izpeljali algoritem za
sledenje delcev. Predpostavili smo, da delci nimajo mase in da nimajo povratnega vpliva
na tok.

V nacelu je algoritem preprost. Razpolagamo s tokovnimi polji, ki si sledijo z dovolj
majhnim ¢asovnih korakom. Izra¢unamo hitrost na mestu delca in ga na podlagi te
hitrosti za zelo majhen ¢asovni korak pomaknemo naprej. Postopek ponavljamo, dokler
s ¢asom ne pridemo do naslednjih rezultatov, nakar za¢nemo uporabljati novo tokovno
polje.

Edina tezava pri numeric¢ni izvedbi zgoraj opisanega algoritma je v dolocanju elementa,
v katerem je delec in nato interpolaciji hitrosti znotraj elementa. V tem delu uporabljamo
ve¢inoma devet tockovne elemente, ki imajo samo §tiri to¢kovno obliko. To pomeni, da
Stiri vozlis¢a lezijo na vogalih, §tiri na premicah med vogali, zadnji pa v elementu. S
stalisca oblike je torej dovolj, Ce element opiéemo s Stirimi vozlis¢i. Alternativno lahko

Imamo torej §tiri tocke povezane z daljicami in zanima nas ali je poljubno izbrana peta
tocka v liku, ki ga dolocajo §tiri daljice ali ne. Na skici A5.1 je prikazana transformacija

n
r3,Ys
1
£
L4, Ya °
T2, Y2

y -1

-1 1 &
T1,Y

X

Slika A5.1: Stiri tockovni element in njegova preslikava v koordinatni sistem &, n.

elementa, dolo¢enega s $tirimi vozliséi (x;,y;), v lokalen koordinatni sistem (£, 7). Tocko

znotraj elementa (z, y) zapiSemo v koordinatnem sistemu (£, 7) s pomocjo interpolacijskih
funkeij (A4.5):

4 4

z(&n) => Ni(&ma,  y(&n) =D Ni(&, (A7.1)

i=1 =1
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Zanima nas ravno obratna transformacija; na podlagi znane toc¢ke (x,y) bi radi izratu-
nali koordinati v lokalnem koordinatnem sistemu (&, 7). Z njima lahko nato izra¢unamo
vrednost kateregakoli polja v tocki (z,y), ¢ ga le poznamo v vozliséih. Ce vstavimo
interpolacijske funkcije (A4.5) v enac¢bi (A7.1) in iz obeh izrazimo 71, dobimo:

Cdr— (i retastag)} HE{r v — w3+ 2y} A+ BE

- , AT.2

7 {4 — 21 + 23 — 22} + {21 — 24 + 23 — 22} C+ D¢ ( )

_ By — i+ tys+uya) +E{yr —vo —ys +ya) _ E+ F¢ (A7.3)
a—wm+ys =yt +E{y1 —va+ys —y2} G+ HE

kjer smo z velikimi ¢rkami oznagili linearne kombinacije koordinat vozlis¢. 1z enacb (A7.2)
in (A7.3) izrazimo £. Dobimo kvadratno enacbo

(BH — FD)&* + (AH + BG — ED — FC)¢ + (AG — EC) = 0. (A7.4)

Ce je diskriminanta kvadratne enacbe negativna oziroma je enacba trivialna, je element
nepravilen. Ce obe resitvi za & leZita izven intervala [—1...1], tocka (z,y) ne lezi v
elementu. Ce pa vsaj ena reSitev lezi v intervalu, jo uporabimo za izra¢un 7) iz enacbe
(A7.2) ali (A7.3). Resitev zgornje kvadratne enacbe nam poda torej odgovora na dva
vpraSanja. Ce je reSitev imaginarna, je mreza nepravilna, ¢e je resitev izven obmocdja pa
toc¢ke ni v elementu.

Algoritem za sledenje brez masnim delcem v toku je naslednji:

e Izberemo zacetni polozaj delca v toku in zacetno tokovno polje.

e 7 zanko potujemo skozi vse elemente v mrezi, dokler na podlagi reSitve kvadratne
enatbe (A7.4) ne ugotovimo, v katerem elementu mreze se nahaja delec.

e S pomocdjo lokalnih koordinat &, 7, ki sta reSitev kvadratne enacbe, izra¢éunamo hi-
trost na mestu delca.

e Casovni korak med tokovnimi polji razdelimo na 100 delov. S pomocjo enacbe
enakomernega gibanja s = vt izra¢unamo novo lokacijo delca. Nato na novi lokaciji
ponovno z interpolacijo izra¢unamo hitrost.

e Postopek ponavljamo; ko s ¢asom pridemo do novega hitrostnega polja, ga upora-
bimo.
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A8 Turbulentno Reynoldsovo Stevilo Re,

Obravnavamo turbulentni tok v kanalu. ViSina kanala naj bo L in v = v, komponenta
hitrosti vzdolz kanala. Definiramo bulk velocity vy, to je povprecno hitrost, ki jo definira
pretok skozi kanal:

= ff’i / (A8.1)
fo dy L
Reynoldsovo stevilo na podlagi povprecne hitrosti definiramo z
L
Re = 2% (A8.2)
v

kjer je v viskoznost. Druga moZnost definicije Reynoldsovega Stevila je na podlagi hitrosti
v sredini kanala v ,:

L
R€1/2 = Ul/2 . (A83)
Turbulentno Reynoldsovo §tevilo Re, je definirano takole:
. L Rel
Re, = 727 eLlw] (A8.4)
v 2 U

kjer je v, strizna hitrost definirana kot kvadratni koren strizne napetosti ob steni 7,:

Uy = \/Ts. (A8.5)

Strizna napetost na steni (v 2D in pri steni v smeri x) je

oV,
TS = U (y) g V‘w‘7 (A86)
dy
kjer je w vrtin¢nost na steni. Ker je na steni hitrost ni¢, je v definiciji vrtincénosti w =
%i;’ — % odvod a 2% = () identi¢no enak ni¢. Torej je vrtinénost na steni:
0v,
w=——"-: (A8.7)
dy
Viskozno dolzinsko skalo L, definiramo z
v
L,=—. (A8.8)
Ur

Zidni koordinatni sistem (%, y™*, 27) definiramo s pomocjo viskozne dolZinske skale

Y Yur Y

t= L =27 — Re L A8.9
Zidne hitrosti (z*,y™, 21) definiramo s pomodjo strizne hitrosti na steni
v
it =" (A8.10)
Ur
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A9 Haarovi valéki

Oglejmo si druzino Haarovih* val¢kov (Haar [47]), s katerimi smo vpeljali diskretno valéno
transformacijo za vektorje poljubnih dolzin. Haarov merilni val¢ek je konstantna funkcija
na intervalu [0, 1]:

1 0<z<1
¢0’1(x) - { 0 _sicmT ) (A9.1)

Haarov materinski valéek pa je med ni¢ in 1/2 enak ena, med 1/2 in 1 pa minus ena:

1 0<z<1/2
Yoa(z) =4 -1 1/2<z<1. (A9.2)
0 sicer

Iz njega s pomikanjem in kréenjem izpeljani Haarovi valcki vi§jih redov pa so

k2 27k(I 1) <2 <27%(1 - 1/2)
Yra(x) = —2k/2 27F(1—1/2) <x <27k
0 sicer

q?; § o (A9.3)
kjer je k red valcka, [ pa njegov pomik. Tako k kot [ sta celi Stevili. Iz definicije vidimo,
da red valcka k lahko zavzame vrednosti med ni¢ in neskon¢no, medtem ko valcek lahko
pomikamo samo med 0 in 1. Zato [ lahko zavzame vrednosti med 1 in 2¥. Haarovi valcki
so ortonormalne bazne funkcije za prostor L?(0,1).

Na sliki A9.1 prikazujemo Haarov merilni valéek in val¢ke prvih Stirih redov. Vi-
dimo, da vse val¢ke dobimo z oZanjem (povecevanjem k) in premikanjem (spreminjanje [)
prototipnega valcka ) ;.

A9.1 Diskretna valéna transformacija s Haarovimi valcki

Zapisimo diskretno val¢no transformacijo s Haarovimi val¢ki. Vsako v kvadratu inte-
grabilno funkcijo f(z) € L*(0,1) lahko zapiSemo (Koro in Abe [63]) z valénimi baznimi
funkcijami:
co 2k
f(x) = Co,1¢0,1($) + Z de,l¢k,z($) Co,1 = <f7 ¢0,1>> dk,z = <fa ¢k,z>- (A9-4)

k=01=1

Tu so ¢y in dy,; koeficienti valéne transformacije, oklepaja (,) pa oznalujeta notranji
produkt. Notranji produkt za zvezen primer zapiSemo

1
dk‘»l = <f, 77blc,l> :/O f(ZL’)@/)de:E
g = (f, Po1) = /01 f(z)po1dx. (A9.5)

4 Alfred Haar (1885-1933), madzarski matematik
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3 \ \ \ \
2 | ®o,1 1 Yo,1 1 (T 1 P12 i
1 I 1 i
ol 1 1 i
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‘
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Slika A9;1 : Haarov merilni valcek ¢ 1, valcek prototip 11 in val¢ki redov od k =1 do
k = 3. Stevilo vseh valckov do reda k je 2. Na sliki je prikazana druZina valckov do
tretjega reda, zato 23! = 16.
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V kolikor je funkcija f(x) diskretna, jo predstavimo z vektorjem. Mislimo si, da je vseh
n komponent f; vektorja f razporejenih po osi  med 0 in 1 z medsebojnimi razdaljami
1/n. Ker je stevilo podatkov v vektorju, ki ga transformiramo, kon¢no, ni potrebe, da gre
vsota po k v enacbi (A9.4) do neskon¢nosti. Potrebujemo samo tako velik red valckov k,,,
da bo skupno stevilo vseh valckov do vkljuéno reda k,, vecje kot je Stevilo podatkov; to je
Stevila komponent vektorja, ki ga transformiramo. Preprost ra¢un pokaze, da je Stevilo
vseh val¢énih koeficientov dy; za k € [0, k] in ¢g 1, torej Stevilo vseh valckov do reda k,,,
enako 2¢»*1. Najugodneje torej je, ¢e imamo v vektorju, ki ga transformiramo, 2F=+!
podatkov. Tak vektor bomo linearno val¢no transformirali v vektor z enakim Stevilom
koeficientov dj; in ¢p;. V tem primeru lahko integral v notranjem produktu (A9.5)
nadomestimo z vsoto:

2k7n+1 .
i
dyy = Vo ; Jithw (W)v
1 1
0071 = \/W Z fi¢0,1 (W) . (A9.6)

=1

2km+1

Diskretna val¢na transformacija transformira vektor f v vektor koeficientov f. Transfor-
macija je linearna

f — f = :7 y (A97)

zato jo lahko zapiSemo z matriko W. Operacija val¢ne transformacije vektorja f v f se v
vektorski obliki zapiSe

Wf=F. (A9.8)

Vektorja f in f imata 2¥»*1 glenov, matrika W pa ima dimenzije (2Fn+!, 2k=+1) " Cleni
matrike so enaki

=2 4+10<k<ky,1<l<2F (A9.9)
Prva in druga vrsta matrike sta polni, to je v celoti razli¢ni od ni¢, zato ker sta valcka
$o1 in ¥, na celotnem obmodju razli¢na od ni¢ (glej sliko A9.1). Pri val¢kih reda k =1
(vrstici 3 in 4) je polovico ¢lenov v matriki enako ni¢, pri k& = 2 pa je tri ¢etrtine ¢lenov
enakih ni¢. Na sliki A9.2 so prikazani ¢leni v matriki W, ki so pozitivni, negativni oziroma
enaki ni¢. Ce v ena¢bi (A9.9) upostevamo definicijo Haarovih valtkov (A9.3), potem za
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Slika A9.2: Matrike W za (a) ky, =1, (b) kyy =2 in (c) kyy = 3. Z znakoma + oziroma -
s0 oznacent pozitivnt in negativni ¢lent v matriki, prazen prostor pa oznacuje clene enake
nic.

matrike W na sliki A9.2 velja

2k—k;n—1 +
W=1q _o¥p=  — (A9.10)
0 sicer

Vidimo, da so absolutne vrednosti ¢lenov v matriki W odvisne samo od reda valcka k.
Stevilo od ni¢ razliénih Elenov v matriki je (K, 4 2) - 25»*+1 Stevilo nicel pa (2kmt1 —
kpm — 2) - 2F»*1 Razmerje med Stevilom niel in $tevilom neni¢elnih elementov v matriki
preseze 0.96 pri k,, = 7 in 0.99 pri k,, = 9.
Omeniti velja Se dve lastnosti matrike val¢ne transformacije. Matrika je ortonormi-
rana, tako da velja
WIW = 1. (A9.11)

Matrika identiteta / ima na diagonali enke, vsi ostali ¢leni pa so ni¢, W7 pa je transpo-
nirana matrika .

Z enacbo (A9.8) smo valéno transformirali vektor f v valéno transformiran vektor
f . Obratno transformacijo dosezemo, ¢e s transponirano matriko delujemo na val¢no
transformirani vektor

WTf=rf (A9.12)

Enac¢bo (A9.12) zlahka izpeljemo, ¢e na obe strani enacbe A9.8 delujemo z W7 in upo-
Stevamo ortonormiranost matrike valéne transformacije (enac¢ba A9.11).
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A10 Fundamentalna reSitev Laplaceove enacbe

Resitev diferencialne enac¢be na neomejenem obmocdju za enotski tockovni izvir imenu-
jemo fundamentalna resitev enacbe. Postavimo enotski toc¢kovni izvir v izvorno toc¢ko &.
Matemati¢no izvor opisemo z Diracovo® delta funkcijo A(E,7), za katero velja:

AT =0;  E#7 (A10.1)

/Q N GINGG T Ga) (A10.2)

—

® enacbo za fundamentalno reitev u* (¢, 7):

Zapisimo Laplaceovo
VHAER) + AR =0, 7€, (A10.3)

kjer je 2 celoten prostor v treh dimenzijah oziroma celotna ravnina v dveh. Fundamen-
talna resitev u*(g, 7) v toCki 7 je odvisna od polozaja enotskega izvora, t.j. izvorne tocke
5. Za homogen in izotropen medij bo zaradi simetrije fundamentalna reSitev odvisna samo
od razdalje r od mesta opazovanja 7 do izvorne tocke E, r= ]5— 7.

Najprej pois¢imo partikularno resitev ena¢be (A10.3). Enaébo prepisemo v koordina-
tnem sistemu z izhodis¢em v 5v odvisnosti od oddaljenosti od izhodisca r:

V2u*(r) = 0. (A10.4)

Zapisemo V? v krogelnih koordinatah in upostevamo, da je resitev krogelno simetri¢na.
Resitev partikularne enacbe je

d?u*(r) N o du*(r)

=0, (A10.5)
kjer je
W (r) = %; (3D), (A10.6)
u*(r) = Kln 1; (2D). (A10.7)
T

Obe resitvi (A10.6) in (A10.7) bi lahko imeli pristeto poljubno konstanto. Konstanti smo
postavili na ni¢, ker predstavljata smo zvezen premik resitve, kar pa za nas nima pomena.
Konstanta « v ena¢bi (A10.5) jea =1 v 2D in @« =2 v 3D.

Pri dolo¢anju konstant K si pomagamo z lastnostmi Diracove funkcije. Zamislimo si
majhno obmo¢je . okoli izvorne to¢ke £. Integrirajmo enacbo (A10.3) po tem obmodju:

/ V2 (€ 7)), = — / AE R = —1;  EFeq. (A10.8)

€

SPaul Adrien Maurice Dirac, (1902-1984), britanski teoreti¢ni fizik
6Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), francoski matematik in astronom
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Pri vrednotenju integrala na desni smo upostevali lastnost Diracove funkcije (A10.2).
Uporabimo Gaussov stavek (A2.1) na integralu na levi (A10.8). V (A2.1) postavimo
F = Vu* in dobimo
/Q ViR = [ VuER-dl = -1 Ereq, (A10.9)
Integral po robu obmodja I'. je v 3D integral po sferi oddaljeni € od izvorne tocke E,
oziroma krog s polmerom ¢ okrog € v 2D. Ker sta partikularni resitvi (A10.6) in (A10.7)
odvisni samo od oddaljenosti od izvorne tocke, sta tudi njuna gradienta odvisna samo od
oddaljenosti, zato lahko Vu*(€,7) -7 = Vu*(r) izvzamemo iz integrala in ga ovrednotimo
prir =e:
ou*(r)
or

dr, = —1, (A10.10)

ere

kjer smo uporabili radialni del operatorja V v krogelnih koordinatah V = 9/0r. Integral
Jr. dUe = 4me? je v 3D povrsina krogle s polmerom € in obseg kroga 2me v 2D. V enac¢bo
(A10.10) vstavimo partikularni regitvi (A10.6) in (A10.7) in dobimo konstanti K za oba
primera. Koncen izraz za fundamentalno reSitev Laplaceove enacbe je

(&, 7) = 4—;; (3D), (A10.11)
(€7 = %m%; (2D). (A10.12)

kjer je r razdalja od mesta opazovanja i do izvorne tocke E, r= |E— 7.
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A11 Integralski zapis Poissonove enac¢be za metodo rob-
nih elementov

S Poissonovo enac¢bo
Vau(r) = b(F);  Feq (A11.1)

lahko opisujemo Stevilne fizikalne probleme v razlicnih panogah. Tako prenos toplote,
tok podzemne vode, elektrostatske probleme kot tudi nevrtincéen tok nestisljive tekocine.
V hitrostno-vrtinénem zapisu simulacije velikih vrtincev je filtrirana enacba kinematike
(2.69), ki povezuje hitrostno in vrtin¢no polje, Poissonove oblike. Na desni strani Poisso-
nove enacbe (A11.1) so prostorninsko porazdeljene sile b(7).

Z uporabo metode robnih elementov lahko Poissonovo ena¢bo (A11.1) uéinkovito nu-
meri¢no reSujemo, ¢e jo prevedemo iz diferencialne oblike v integralsko.

Naj bo u(7) skalarno polje definirano na obmod&ju Q2 z robom I". Na robu I' defini-
rajmo enotsko normalo 77, ki naj kaze ven iz obmo¢ja €2 in ima dolZino ena. Diferencialni
deléek robu dI ima smer enako kot normala. Potencial u(7) naj zadosc¢a Poissonovi par-
cialni diferencialni enacbi (A11.1). Robni pogoji, ki jih potrebujemo za resitev parcialne
diferencialne enacbe, so glede na red operatorja v enacbi lahko:

e predpis potenciala u(r) = u(r); rel ali
e predpis odvoda v smeri normale Vu(7) - 7 = 4(7); rel.

Poissonovo ena¢bo (A11.1) bomo zapisali v integralski obliki. Za¢nemo z Greenovim
drugim stavkom (A2.5), ki smo ga izpeljali v prilogi A2 na strani 112. Na obmodju 2 z
robom I imamo skalarni polji u(7) in u*(£,7). Izberemo naj bo u*(£,7) fundamentalna
reSitev Laplaceove enacCbe, ki je opisana v prilogi A10 na strani 126. Enotski izvor, na
podlagi katerega izracunamo fundamentalno resitev, smo postavili v izvorno tocko 5, ki
je v obmocju 56 ). Skalarno polje u(7) pa naj v obmocju 2 zado$¢a Poissonovi enac¢bi
(A11.1) z ustreznimi robnimi pogoji. Za ta dva skalarna polja se Greenov drugi stavek
(A2.5) zapise

[ [V ) (€ V(] de =

[ [V €7 —ur € Vu()] - df
rEeq (A11.2)

—

Skalarno polje u*(§,7) je v izvorni tocki singularno, zato smo integracijo singularnega
integrala zapisali tako, da smo singularnost obkrozili z majhnim obmocjem €2, z robom I',
(slika A11.1). Z upoStevanjem singularnosti integralov prepisemo drugi Greenov stavek
(A11.2) tako, da posljemo obmod¢je Q v limiti proti ni¢:

li V2 (€ F)dQ — i (€ F)V2u(7)dQ
lim Q_QEU(W) u*(&,7) i o (&, 7)Vu(r)
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r

Slika A11.1: Obmocje integracije z izolirano singularno izvorno tocko 5’

= [ [ur) ¥ (€7 = w (€1 Vu(r)] - df
—|—11m/ w(P)Vur (€, 7) — u* (€, F)ﬁu(ﬁ)} dT.;
FeQ—-0, e (A11.3)

Prvi obmo¢ni integral na levi strani enac¢be (A11.3) je ni¢, ker obmodje integracije ne
vsebuje izvorne tocke E Laplacev operator na fundamentalno resitev je za celotno obmo-
&je, ki ne vsebuje izvorne tocke, enak ni¢ (enacba (A10.1) v prilogi A10). Drugi obmo¢ni
integral na levi strani ena¢be (A11.3) prepiSemo z uporabo Poissonove ena¢be (Al1.1) v

lim | w* (€, 7)V2u(7)dS =lim | (€, P)b(F)d
_/ £ 7)b(7)dS2. (A11.4)

Zadnja enakost drzi zaradi reda singularnosti polja u*(f, 7) (Inr v 2D in 1/r v 3D), ki
dovoljuje izrac¢un nepravega integrala.

Prvi del drugega integrala na desni strani enatbe (A11.3) prepiSemo tako, da priste-
jemo in odstejemo u(€):

lim [ (7)Y (€7 - dI =

e—0.J1,
lim/ [u(F) — w(E)]Vu*(€,7) - dT + lim u(g)/ Vu*(€,7) - dT . (A11.5)
e—0.J1, e—0 Te

Oglejmo si najprej drugi integral na desni strani enac¢be (A11.5). Ovrednotili ga bomo
za 2D primer. Fundamentalna resitev je v dveh dimenzijah u*(¢,7) = —5-Inr (enacba
(A10.12) v prilogi A10). Vektor dl', kaze iz obmo¢ja (torej v krog s polmerom ¢€). Njegova
velikost se v polarnem koordinatnem sistemu zapiSe dI'. = edf, kjer pri integraciji 6 tece
med 0 in 27. Izrazimo

S N | oo =1 df
* 2\ . 1—\ — _ 1 . F — _ —1 = — Al]_
Vu*(&,7) - dl. _(97“( o nr)—m dl’. 27re€d9( ) 5 ( 6)
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Slika A11.2: Iz integracije izvzeto obmocje I'.. Vektorja 7/|7] in dl' kaZeta v nasprotnih
smereh, zato je njun skalarni produkt negativen.

kjer smo v zapisali v polarnem koordinatnem sistemu samo za r, saj fundamentalna
resitev (A10.12) ni odvisna od kota 0. Skalarni produkt 7/|7] - dT. je enak —edf, zato
ker 7/|7] kaZe ven iz kroga, d[', pa noter. Izvajanje (A11.6) vstavimo v drugi integral na
desni strani ena¢be (A11.5) in dobimo

2 df ~
hmu / Vu*(€,7) - dl. —hmu(f)/ — =u(§). (A11.7)
0 0 27
V treh dimenzijah je izra¢un analogen, rezultat pa enak.
Ko izvedemo limito, je prvi integral na desni (A11.5) enak ni¢. S potiskanjem ¢ — 0

premikamo tudi 7 — £ oziroma u(7) — u(€), zato je razlika u(7) — u(€) v limiti enaka ni¢.
Povzemimo; prvi del drugega integrala na desni (A11.3) je enak:

—

liny /F w(F)Vu(E7) - dTe = u(E). (A11.8)

Poglejmo si Se drugi del drugega integrala na desni (A11.3). Uporabimo Gaussov stavek
(A2.1) in

limy [ u*(€,7)Vu(7) - dT', = lim / uH (€7 V2u(F) - dQ, = 0. (A11.9)
—0.Jr, 0 Jo,

Integral je enak ni¢, ker je VZu(r) = 0. Kon¢no v enatbo (A11.3) vstavimo enacbe
(A11.9), (A11.8) in (A11.4) in izpiSemo integralsko enacbo za izra¢un polja u v izvorni
tocki &

—

ul ):/F[u*@,fﬁu(f)— u(7) Vi ~dl - / EMHAAQ €€ Q. (A11.10)

Polje v izvorni tocki u(g), ki je znotraj obmocja, torej lahko izracunamo z integracijo u
in Vu po robu obmodja ter z integracijo prostorninskih sil b(7") po obmo¢ju. Z robnimi
pogoji poznamo del u in Vu na delu robu, vendar ne na celotnem robu. Potrebujemo
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enatbo podobno enacbi (A11.10), ki bo povezovala potencial na robu z integralom po
robu.

Izpeljavo nadaljujemo tako, da izvorno tocko 5 pomaknemo na rob obmocja. Zopet je
potrebno izvorno tocko izvzeti iz integracije. Na sliki A11.3 je prikazano, kako izvzamemo

Slika A11.3: Obmocje integracije z izolirano singularno izvorno tocko E na robu.

izvorno tocko v dveh dimenzijah. Ce je rob raven, izvzamemo izvorno toc¢ko s polkrogom.
Preoblikovanje ena¢be (A11.3) na rob poteka enako kot zgoraj, le meja integracije v
integralu (A11.7) se spremeni glede na lokalno geometrijo v neposredni okolici izvorne

—

totke. Definirajmo prosti koeficient ¢(§) takole

= adf  «
c(€) = v (A11.11)
kjer je o notranji kot z vrhom v izvorni tocki é’ Ne glede na lokalno geometrijo okoli
izvorne toc¢ke lahko vedno postavimo koordinatni sistem za integracijo v enacbi (A11.7)
tako, da je spodnja meja 0. Koeficient c(g) = 1, ¢e je izvorna tocCka v notranjosti obmocja
Q; (&) = 1/2, e je € na gladkem robu. Z uporabo enacbe (A11.11) zapisemo integralsko
enacbo za izracun polja u v izvorni tocki 5 na robu

c(Eu(€) = /F [ (€, 7) V() — w(F) Vur (€, 7)] -dl - /Q w(E,Pb(FAQ € eT. (A11.12)
Enac¢ba (A11.12) pravi, da je polje v tocki na robu u(g) odvisno samo od polja u(7) in
odvoda ﬁu(f’) na celotnem robu obmocja ter od prostorninskih sil v obmocju. ReSimo
jo lahko z uporabo robnih pogojev za vsako toc¢ko roba. Ko poznamo polje u(7) in
odvod Vu(7) na celotnem robu, lahko z uporabo ena¢be (A11.10) izratunamo polje u
za katerokoli to¢ko v notranjosti obmocja.
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A12 ResSitev skalarne Poissonove enacbe z metodo konc-
nih elementov

Poissonova enaba se za poljubno skalarno funkcijo polja (komponento hitrosti, tokovno
funkcijo, tlak,..) zapise
Viu = b, (A12.1)

kjer je u skalarna funkcija in b prostorninsko porazdeljene sile na desni strani. V metodi
koné¢nih elementov enac¢bo (A12.1) reSujemo tako, da vpeljemo utezeni ostanek

/Q (V?u = b) wdQ =0, (A12.2)

kjer je w utezna funkcija. Ce je u to¢na resitev po celotnem obmodéju, je razlika VZu — b
enaka ni¢ in enac¢bi (A12.2) je zado§¢eno. V realnih inZenirskih problemih to¢nih resitev
ne poznamo, zato poskusamo doseci, da bo napaka resSitve enakomerno porazdeljena po
celotnem obmocju. Utezno funkcijo izberemo tako, da je ostanek pravokoten na prostor
funkcij, ki jih uporabimo za priblizek resitve.

Obmoc¢je razdelimo na elemente;

O~y Q, (A12.3)

kjer je Stevilo elementov enako n.. Integracijsko obmodje v integralu (A12.2) razdelimo
na elemente in ga zapiSemo kot vsoto:

3 /Q (Vu)wdD, = 3 /Q beodQ. (A12.4)
e=1""%"% e=]1"73%%

Utezna funkcija je od ni¢ razli¢na samo znotraj izbranega elementa. Torej, za element e
mora veljati:

/ (Vu)wdQ, = [ bodS,. (A12.5)

e Qe

Znotraj elementov funkcije polja aproksimiramo z interpolacijskimi funkcijami N, (glej
prilogo A4 na strani 114 za opis oblik elementov in interpolacijskih funkcij). Znotraj
elementa e velja

ny ny
u=> Nuj, b =" Ny, (A12.6)
=1 =1

kjer je n; Stevilo interpolacijskih funkcij in Stevilo znanih vrednosti polj v vozlis¢ih. Z
aproksimacijo polj v elementih lahko ena¢bo (A12.5) preoblikujemo

Zul/ (V2N @S2, _Zbe/ NywdQQ,. (A12.7)
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Po Garlekinu’ izberemo za uteZno funkcijo kar interpolacijske funkcije w = N,. To
zagotovi, da je ostanek ortogonalen na interpolacijske funkcije in zato se napaka z zgo-
S¢evanjem elementov monotono manjsa (Gresho, [45]). Indeks k se nanaSa na eno izmed
interpolacijskih funkcij v elementu e. Privzeli smo, da so vsi elementi v racunski mrezi
enakega tipa z enakimi interpolacijskimi funkcijami. V primeru razli¢nih tipov elementov
bi bile interpolacijske funkcije odvisne tudi od elementa (N§¢). Ko vstavimo interpolacijsko
funkcijo namesto utezi v ena¢bo (A12.7), dobimo

Zul/ (V2N Ned2, _sz/ NN (A12.8)

Integral na levi strani zgornje enabe (A12.8) vsebuje drugi red odvodov. Red zmanjsamo
s pomodjo prvega Greenovega stavka (A2.4):

/Q (V2N Ny, = — /Q VN, - VN, + /F NV, - dF.. (A12.9)

Robni integral na desni strani enacbe (A12.9) se ra¢una po robu vsakega elementa po-
sebej. Na delih robov, ki jih elementi delijo med seboj, je robni integral do predznaka
enak za sosednja elementa. Predznak je razli¢en zaradi nasprotno obrnjenih normal. To
lastnost bomo izkoristili pri postavitvi sistema enacb tako, da se bodo robni integrali po
notranjih robovih elementov medsebojno odsteli. Robne integrale po zunanjih robovih
elementov pa ovrednotimo s pomocjo robnih pogojev. Robni integral po zunanjem robu
fizikalno predstavlja pretok veli¢ine u skozi rob. V primerih sten, razvitega profila in adia-
batne stene predpiSemo na robu pretok ni¢, zato robnega integrala ni potrebno izrac¢unati.
Greenov stavek (A12.9) vstavimo v enac¢bo (A12.8):

ny ng ng
> U / VN, - VN@AQ, + ) uf / NyVN; -dle =Y bf / NN Q..  (A12.10)
=1 Qe =1 Ie =1 Qe
Integrale poimenujemo
DZZ :/ ﬁNk-ﬁNldQea Zl :/ NkﬁNl'dfea Mkel:/ NldeQe. (A12.11)
’ Qe ' Fe ’ Qe

Vidimo, da so integrali odvisni samo od interpolacijskih funkcij in oblik elementov. Obliko
in tipe elementov doloc¢a rac¢unska mreza, zato lahko integrale izracunamo samo enkrat, jih
shranimo v matrike in Poissonovo enac¢bo resimo poljubnokrat v nelinearnem iterativnem
postopku, ki sledi. Z novimi oznakami za integrale se enacba za element e zapiSe

ny n; n;
- uy Dy, + > uy = > by M. (A12.12)

=1 =1 =1
Zgornjo ena¢bo imamo za vsak element e = 1,...,n. in za vsako interpolacijsko funkcijo
znotraj elementa k = 1,...,n;. Ker si elementi vozlis¢a delijo med seboj, je Stevilo enacb

ne - n; vecje od Stevila vozlisé. Dolocen sistem enac¢b dobimo, ko sestejemo enacbe po
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6 ) 4
[ ¢ ®
4 314 3
1 2
1 2|1 2
[ 4 L
1 2 3

Slika A11.4: Skica dveh linearnih elementov. Vozliséa so prikazana s krogei; globalno
Steviléenje vozlis¢ je prikazano izven elementov, lokalno pa znotraj elementov.

vozlis¢ih. Obravnavajmo primer dveh linearnih elementov; n. = 2, n, = 4 (slika A11.4).
Imamo torej 8 enacb (A12.12) za Sest neznank:

—u}Dil — u%DiQ — uéDiB — u}lDiA +...=...
—uyDyy —uyDyy —uzDyy —ugDyy + ... =

—u%Dé,l - u%Di2 - uéDi3 - u}‘DéA +.o..=...
_U%Di,l - UéDig - U%,Di,3 - uzllDiA +.o..=

—u%Dil — ugDi2 — ugDi3 — uiD%A +...=...
—ufDSyl — u%D%jQ — ugD;g — uiD%A +.o..=...
_U%Dg,l - UgD;,z - u%Dig - UZD§,4 +.o.

212 2l 212 212 _

Lokalno Steviléenje vozlis¢énih vrednosti s pomocjo skice A11.4 pretvorimo v globalno:
up = ul, up = ud = u?, uz = ud, ug = U3, us = ud = u?, ug = ul. S pomocjo te pretvorbe
zgornji sistem enacb prepiSemo v

1 1 1 1 _

_u1D171 - u2D172 - u5D173 - u6D174 —|'_ e e T e e ( )
1 1 1 1
1 1 1 1 _

—U1D371 — 'LL2D372 — 'U,5D373 — 'U,6D374 4+...=... ( )
1 1 1 1 _

—U1D471 - u2D4,2 - U5D473 - U6D4,4 + c e e T e e ( )
2 1 2 2 _

_u2D171 - u3D172 - U4D173 - U5D174 + e e T e e (A12.17)
2 1 2 2 _

—U2D271 - U3D272 - U4D273 - ’LL5D274 —|'_ e e T e e ( )
2 1 2 2

—U2D371 - 'U,3D372 — 'LI,4D373 — 'U,5D374 —+ ... ( )

2 1 2 2
_’U/2D471 - U3D472 - U4D473 — U5D474 + e e — o .

"Boris G. Galerkin (1871-1945), ruski inZenir
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Kot tak je sistem 8Se vedno predolocen. Definirajmo, da enac¢ba pripada tistem vozlis¢u
oziroma neznanki, ki je pomnozena z integralom, ki ima k = [. Tako enatba (A12.13)
pripada prvemu vozlis¢u, enatba (A12.14) drugemu, enacba (A12.15) petemu, enacba
(A12.16) Sestemu, enacba (A12.17) drugemu, enacba (A12.18) tretjemu, enatba (A12.19)
Cetrtemu in enacba (A12.20) petemu. Vsakemu vozlis¢u pripada enako $tevilo ena¢b kot
je elementov, katerim vozli§¢e pripada. V naSem primeru drugo in peto vozlisce pripadata
obema elementoma in zato imata po dve ena¢bi. Enacbi (A12.15) in (A12.20) ter (A12.14)
in (A12.17) seStejemo in dobimo sistem enacb

_Uth — UQDiQ — U5D%73 — UGD%A +... =
_UID;J - U2(Di1 + D%,z) - U3Di2 - U4Di3 - U5(D%,3 + D%A) - UGD%A +.. =
_ulDé,l - U2(D31,,2 + Dil) - U3Di,2 - U4Di3 - U5(D§,3 + Di4) - “6D§,4 ..

_ulDil — UgDiQ — U5Di3 — uﬁDiA + ...

—'LLQD;l — U3D%72 — U4Dg73 — U5Dg74 +... =

2 1 2 2
—U2D3’1 — U3D3’2 — U4D3’3 — U5D3’4 + N - ey
ki ima enako $tevilo neznank in enacb. Sistem zapiSemo v matri¢ni obliki takole:

1 1 1 1

D1,1 D1,2 0 0 D1,3 D1,4 Uy
1 2 1 1 2 1 2 1

D2,1 D1,1 + D2,2 D1,2 D1,3 D2,3 + D1,4 D2,4 Uz
1 1 2 1 2 1 2 1

D3,1 D3,2 + D4,1 Dy, D4,3 D3,3 + D4,4 D3,4 us

Diy  Di, 0 0 Dy Db | | T (A12.21)
0 D3, Dy, D3, Dz, 0 s
0 p? DY, D?, D2, 0 "

Razumljivo je, da bo sistemska matrika pri vecjih mrezah prazna, saj v eni vrstici lahko
nastopajo od ni¢ razli¢ni ¢leni samo pri vozli§¢ih, ki so v elementih, v katerih je tudi
vozlis¢e, kateremu pripada vrstica. V primeru Stiri toCkovnih linearnih elementov, ki
smo jih za primer opisali zgoraj, je torej najvecje Stevilo od ni¢ razli¢nih elementov v
vrstici sistemske matrike enako 9. Pri 9 tockovnih kvadratnih elementih pa je to $tevilo
enako 25. Stevilo od ni¢ razli¢nih ¢lenov v vrstici ostaja nespremenjeno ne glede na Stevilo
elementov v ra¢unski mrezi, medtem ko je skupno Stevilo vrstic enako Stevilu vozlis¢. Tako
lahko ocenimo spominsko zahtevnost sistemske matrike na 9x §tevilo vozlis¢ za linearne
elemente. Ocena za kvadratne elemente je malo bolj zahtevna, saj ne pripadajo vsa
vozlis¢a enakemu Stevilu elementov, ampak vseeno spominska zahtevnost raste linearno s
Stevilom vozlis¢ v racunski mrezi. Nenicelna struktura matrike na desni strani, ki vsebuje
integrale M, je identi¢na strukturi sistemske matrike. Obe zapiSemo v CRS zapisu (glej
prilogo A14 na strani 140).

Sistem je zaprt, ko predpiSemo robne pogoje. V kolikor pretoka veli¢ine u skozi steni
ni, nam ni potrebno racunati integralov po robu. Sistem reSujemo z iterativnim solverjem
(Sleijpen in Fokkema [112]).

Interpolacijske funkcije so polinomi, zato so integrandi v integralih (A12.11) tudi po-
linomi. Integrale izra¢unamo numeri¢no. Izvedemo transformacijo koordinatnega sistema
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(priloga A5 na strani 116) in uporabimo Gaussovo kvadraturno formulo, ki integrale
izracuna s pomodcjo uteZene vsote vrednosti integracijske funkcije v toc¢kah, ki so nicle
Legendrovega polinoma (Bronstein et al. [14]).
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A13 Metoda kon¢nih elementov za skalarno difuzijsko
advektivno parcialno diferencialno enacbo

Prenosni enacbi za vrtin¢nost (4.23) in temperaturo (4.25) sta skalarni difuzijski advek-

tivni parcialni diferencialni enacbi. ZapiSimo jo za poljubno skalarno polje u:

ou
ot

— —

+(@-Vu=V-(aVu)+V -F+85, (A13.1)

kjer je % parcialni odvod po ¢asu, v hitrostno polje, o difuzivnost ter F in S izvora.
Izvora smo glede na uveljavljeno definicijo difuzivno advektivne enacbe (Gresho et al.
[45]) razdelili na dva dela (F,S), brez izgube splosnosti.

Odvod po ¢asu aproksimiramo z nastavkom

0
Y~ Bu+ M. (A13.2)
ot
V poglavju 5 smo na analiti¢nih primerih preverili razli¢ne vrednosti za (8 in M. Ugotovili
smo, da najboljSe rezultate dobimo z g = Q—At in M = —2“ + %“At , kjer je At ¢asovni

korak, u"™ polje v trenutnem ¢asovnem koraku, u" ! pa polje v prejSnjem ¢asovnem koraku.
Vrednost M je odvisna od veli¢in iz prej$njih ¢asovnih korakov, zato jo lahko vklju¢imo
med izvore S — S — M. Ena¢bo (A13.1) preoblikujemo v

Bu+ (7-Vu=aVu+Vu -Va+V-F+85. (A13.3)

Racunsko obmocje (2 razdelimo na n. elementov 2 ~ > 7, ().. Znotraj vsakega ele-
menta e zapiSemo utezeno integralsko ena¢bo (Gresho et al. [45])

/ @ Buds), +/ (7 -V )udQ,

- / waV2ud, + / oV - VadQ, + / oV - FdQ, + / SwdQ.,  (A13.4)
Qe Qe Qe Qe

kjer je w utezna funkcija. Difuzijski ¢len (prvi na desni strani enacbe (A13.4)) preobli-
kujemo s pomocjo Greenovega prvega stavka (A2.4)

/Q waViudQ, = —/Q ﬁ(wa) Vud + | waVu-dl,

Te

_ /Q oVa - VudQ, — /Q V@ - VudQ, + | waVu- dl,. (A13.5)

Te

Ko zgornje izvajanje (A13.5) vstavimo v enac¢bo (A13.4) ugotovimo, da se dva obmo¢na
integrala medsebojno odstejeta, ostane

/ = BudQ, + / ¥ )udq,
= —/ aVw - Vud, +/ waVu - dl, —|—/ @V - FdQ. +/ wSdQ.. (A13.6)
Qe I, Q0 Qe
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Vse funkcije polja znotraj elementov aproksimiramo z interpolacijskimi funkcijami. Zno-
traj elementa e velja:

ng ny ny
u =Y Nuj, F¢ =Y N}Ff, S¢=> NSy (A13.7)
=1 1=1 =1
Z navedenim se integralska enacba zapiSe

Z Bug / =N, —I—Zul / V) NidS2,

= — Zule/ﬂ aVw - ﬁNldQe + Zuf/ waﬁNl . dfe

+YF w%dQ ZF@/ —dQ +Zsl/ wNdQ,.  (A13.8)
=1 €

Za utezno funkcijo izberemo eno izmed interpolacijskih funkcij Ni. Enacba (A13.6) tako
postane

=

Z Bu / Ny NidQ, +Zul / 7 V)N,

= — Zule/ aﬁNk . ﬁNldQe + Zuf/ NkaﬁNl . dfe

N,
0 ldQ +ZS, / NoNdQ..  (A13.9)

S ONi c
+3F / N, +ZF / N
=1
Integrale poimenujemo
M, = / NiNdS,  CF, = / N (7 - V)N,
’ Qe ’ Qe
De, = / aV N - VNS, e = / aNVN, - dT.,
’ Qe ’ r.
ON, ON
G = / Nt / Nk—ldQ (A13.10)
in z njimi zapiSemo enacbo
ng ng ng ny
> Buy My, + > uwCp, = — > uy Dy, + > w Ry,
I=1 I=1 I=1 =1
ng n; ny
+Y FGRT + Y FSGYT+ Y SPMy . (A13.11)
=1 I=1 =1
Neznanke uf v enacbi (A13.11) preuredimo na levo stran

ny
> uf (BMg, + Cf, + Dy, — R ) = Z FeGYe + Z FeGYs + Z S¢Mg,. (A13.12)
=1

=1
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Zgornjo ena¢bo imamo za vsak element e = 1,...,n. in za vsako interpolacijsko funkcijo
znotraj elementa k = 1,...,n;. Ker si elementi delijo vozli§¢a med seboj, je Stevilo enach

ne - n; vecje od Stevila vozlis¢. Dolocen sistem enacb dobimo, ko seStejemo enacbe po
vozlis¢ih. Podrobneje je nacin zlaganja enacb opisan v prilogi A12.

Advektivni, difuzijski in robni integrali (Cf;, Dy, Rf.;) vsebujejo funkcije (hitrost in
difuzivnost), ki so odvisne od kraja. Ko enacbo resujemo v nelinearni iterativni zanki,
je integrale potrebno na novo racunati med vsako iteracijo. Robni integral je integral
toka polja skozi rob elementa. Ko ena¢bo (A13.11) zapiSemo za vse elemente, je tok skozi
robove elementov nasproten in se pri zlaganju sistema enac¢b odsteje. Integrale je zato
potrebno izra¢unati samo po zunanjih robovih.
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A14 Posredno naslavljanje matrik

Matrike v racunalniku klasi¢no predstavimo z dvodimenzionalnim poljem realnih Stevil.
V primeru, ko je veliko elementov matrike enako nic¢, se za zapis matrike uporabljajo me-
tode indirektnega naslavljanja elementov (Hribersek [52], Zuni¢ [156]). Namesto velikega
dvodimenzionalnega polja predstavimo matriko z vektorjem realnih Stevil, ki vsebuje vse
od ni¢ razli¢ne elemente v matriki in celostevilénimi vektorji, ki povedo, na katerem me-
stu v matriki se nahajajo elementi realnega vektorja. Postopkov posrednega naslavljanja
elementov v matriki je ve¢, vsem pa sta skupni dve glavni prednosti:

e v spominu se hranijo samo od nic¢ razli¢ni elementi,

e pri operacijah z matrikami in vektorji se zmanjSa Stevilo ra¢unskih operacij, saj ne
izvajamo operacij z ni¢lami.

Pri uporabi valéne transformacije so postopki posrednega naslavljanja matrik zelo upo-
rabni, saj z zanemarjanjem vecino elementov v sistemski matriki postavimo na ni¢. Za
izra¢une smo uporabili metodo strnjenega zapisa vrstic CRS (Compressed Row Storage).

Koli¢ina pridobljenega spomina z zapisom CRS je odvisna koli¢ine od ni¢ razli¢nih
elementov. Ce je nicel zelo malo, se zgodi, da z zapisom CRS porabimo celo ve¢ spomina,
kot s klasi¢nim zapisom v polju. Pri ve¢inoma praznih matrikah pa je prihranek spomina
velik. Omeniti velja tudi, da zapis celega Stevila zavzame 16 bitov, medtem ko zapis
realnega Stevila z dvojno natancnostjo zavzame 64 bitov racunalnikovega spomina. V
algoritmu stiskanja matrik z val¢no transformacijo smo zapisovali elemente val¢no trans-
formirane matrike v enojni natancnosti. Spominska zahtevnost CRS zapisa matrike z
enojno natanc¢nostjo je priblizno enaka zapisu enakega Stevila elementov v dvojni natanc¢-
nosti.

Al14.1 Strnjen zapis vrstic CRS

Naj bo sistemska matrika A velikosti n X n in ima n,,. €lenov razli¢nih od ni¢. V CRS
zapisu jo predstavimo s Stirimi vektorji:

e a : vsebuje vse od ni¢ razli¢ne elemente matrike A,

: vsebuje Stevilke stolpcev, ki pripadajo elementom iz a,

°
wy

U : vsebuje zaporedne Stevilke elementov v @, ki so prvi v vsaki izmed vrstic matrike
A,
e d : vsebuje zaporedne Stevilke elementov v @, ki so na diagonali matrike A.

Oglejmo si Se tipe in dolZzine naStetih vektorjev v tabeli A14.1. Vidimo, da ima vektor
zaCetkov vrstic ¥ en element ve¢ kot je vrstic v matriki. Dogovorjeno je, da n + 1-vi
element v vektorju v kaze na zacetek neobstojece n + 1-ve vrstice. Potrebujemo ga, da
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vektor tip dolZina
a realno Stevilo Nz
s celo Stevilo Nz
il celo §tevilo n+1
d celo Stevilo n

Tabela A14.1: Tipi vektorjev v zapisu CRS. Vektor a je enakega tipa kot so elementi v
matriki A, ki jo prepisujemo v CRS zapis.

lazje ugotovimo zacetek in konec vrstic v vektorju a. Tako za vse vrstice velja, da je
zacetek i-te vrstice pri ¥(7)-tem elementu in konec pri ¢(i + 1) — 1-tem elementu vektorja
a. Zapis CRS bomo pokazali na primeru. Naj bo sistemska matrika A velikosti n = 6 z
Nn, = 14 ¢leni razliénimi od nié:

[ AH 0 0 A14 0 0
Ayy Ay 0 Ay 0 0
0 0 Ay 0 Ay 0
A=10 An 0 Aw 0 Ag (Al4.1)
0 As 0 0 Ass O
| 0 0 0 0 Ag Aes |

Vektorji CRS zapisa matrike A so naslednji:

o C_i == [Alla A147 AQI) A227 A247 A337 A357 A42) A44; A467 A527 A557 A657 Aﬁﬁ]a

b g: [174717274737572747672757576]’
o 7=1[1,4,6,9,12,14],
e d=11,3,6,8,11,13,15].

Metoda strnjenega zapisa vrstic za zapis prazne matrike je zelo ucinkovito orodje, ki
nam prihrani tako rac¢unalniski spomin kot tudi procesorski ¢as brez kakrSnegakoli vpliva
na rezultat. Pri uporabi metode valéne transformacije, pri kateri veliko majhnih ¢lenov v
sistemski matriki postavimo na ni¢, je metoda strnjenega zapisa vrstic vedno uporabna.
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B3 Razsirjeni povzetek v angleSkem jeziku

This Appendix is the extended English summary of the doctoral dissertation Boundary
Element Method for Velocity Vorticity based Large Eddy Simulation, presented to the
Faculty of Mechanical Engineering, University of Maribor by Jure Ravnik.

Chapter 1: Introduction

Nowadays, the role of computational fluid dynamics is indispensable in the development of
new devices and for studying of the underlying flow physics. In spite of fast development
of computer hardware, which we are witnessing today, direct numerical simulation will not
be an everyday tool for many years to come. Thus, research into numerical methods and
algorithms is needed. The aim of this research is to increase the accuracy and efficiency
of numerical algorithms and physical models.

In the dissertation we have introduced the velocity vorticity based large eddy simu-
lation. We solved the governing system of nonlinear equations with the usage of wavelet
compressed boundary element method in combination with the finite element method.

Chapter 2: Velocity Vorticity Formulation of Large Eddy Simulation

The second chapter starts on page 9. We begin by limiting the discussion to incompressible
viscous flow of a Newtonian fluid within a Boussinesq approximation. Mass conservation
(2.1), momentum transport equation (2.2) and the energy equation (2.3) in primitive vari-
ables formulation are written as a starting point of the derivation. With the introduction
of nondimensional numbers in equations (2.5) through (2.9) the non-dimensional forms of
momentum and temperature transport equations are written (2.10), (2.11).

Section 2.3 introduces the turbulent fluid flow through Richardson’s concept of the
energy cascade. The energy cascade sets the dissipation at the end of the cascade process.
With the statement of Kolmogorov hypotheses, the small scales of turbulent fluid motion
are believed to be of universal form, statistically isotropic and dependent solely on dis-
sipation (Figure 2.1). With this, the basic concept of large eddy simulation is explained
(Figure 2.2). A concept of filtering is introduced in an phenomenological manner. The
relation of mesh spacing with the LES filter width is derived for the case of sharp spectral
filter (equations (2.19) through (2.23)). A comparison between DNS and LES is made in
terms of computational effort and grid density (equation (2.25), Table 2.1).

Transformation of the governing equations into the velocity vorticity formulation and
filtering is explained in section 2.4, beginning on page 16. Derivation of the kinematics
equation is given by equations (2.26) - (2.31). Filtering is introduced with equation
(2.32). Further mathematical details on filtering are given in appendix Al, page 109.
We were able to show that the filtered form of the kinematics equation (2.35) takes the
same form as its non-filtered counterpart. Transformation and filtering of the momentum
transport, equation is given by equations (2.36) - (2.45). In order to tackle the nonlinear
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term, a residual vorticity vector is introduced in equation (2.41). Its contribution in
the filtered vorticity transfer equation (2.45) will be modelled by a subgrid scale model.
The filtered form of the energy equation is given by (2.50), where we have introduced a
residual temperature vector in equation (2.49). Pressure is eliminated from the system of
equations in the velocity vorticity formulation. It can be calculated in a post processing
step, using the resulting velocity and vorticity fields. We have used the Poisson type
equation given by equation (2.53).

Section 2.5 describes the physics behind subgrid scale modelling and proposes subgrid
scale viscosity based models for the residual vorticity and temperature vectors (equation
(2.54)). We are modelling subgrid scale viscosity by a local enstrophy based model;
equations (2.55) and (2.56). Subgrid scale diffusivity is connected with subgrid scale
viscosity via a turbulent Prandtl number (equation (2.57)). The subgrid scale model
constant must be damped when approaching solid walls or it should be dynamically
calculated. The derivation of the dynamic constant, based on the Germano-Lilly approach
applied to the residual vorticity and temperature vectors, is proposed in subsection 2.5.1.

The final section of the second chapter summarizes the derivation of velocity vorticity
based large eddy simulation by introducing the subgrid scale models into the system of
equations. Thus, the filtered kinematics equation is given by equation (2.69), the filtered
vorticity transport is given by equation (2.72) and the filtered energy equation is given
by equation (2.73).

Chapter 3: Discrete Wavelet Transform for Vectors of Arbitrary Length

With the high grid density required by LES in mind, we have decided to use wavelet
compression with the discrete form of the kinematics equation. In this chapter, which
starts on page 25, we are introducing the wavelet transform for vectors of arbitrary length.
It is well known that the discrete wavelet transform requires full wavelet orders to be
included in the transform. Since wavelets are formed by contracting and shifting of the
mother wavelet, this means that the number of wavelets up to a n-th full order is always
a power of 2. Since we are compressing full matrices resulting in a BEM discrete form
of the kinematics equation, the number of rows in such a matrix equals the number of
boundary nodes, while the number of columns equals the number of internal nodes. Good
compression is achieved by compressing both row and columns, thus in order for us to use
the classical discrete wavelet transform, the number of boundary nodes and the number
of domain nodes should both be a power of 2. Since this is virtually impossible to achieve
and would pose great limitation on grid design, we have introduced the wavelet transform
for vectors of arbitrary length, which does not have this limitation.

Equations (3.1) - (3.3) describe the algorithm of performing a discrete wavelet trans-
form. We have been able to prove, that it is possible to expand the vector with additional
components in such a manner, that the transformed vector will have the same number of
zero components (equation (3.4)). The additional components are obtained by solving a
M diagonal system of equations (3.6) for Daubechie wavelets with M vanishing moments.
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The solution may be obtained recursively and is given in equation (3.9). Numerical ana-
lysis of the size of the additional components showed that the size increases dramatically
for almost all combinations with M > 1. Thus we have used the Haar (M = 1) wavelets,
were the additional components are simply duplicated vector values (equation (3.10)).
Section 3.4 describes the numerical algorithm of the Haar wavelet transform for vectors
of arbitrary length. Further details on the Haar wavelets may be found in appendix A9,
page 122. Based on this transform, a compression algorithm for a rectangular matrix of
arbitrary size is presented in section 3.5. Small elements in the transformed matrix are
thresholded (equation (3.17)) and the resulting sparse matrix is written into a compressed
row storage format. We have introduced the threshold as a factor of the average absolute
size of all matrix elements. Tests showed, that the error made by calculating compressed
matrix vector product, was approximately linearly proportional to this factor.

Chapter 4: Numerical Methods

Starting on page 33, we begin to describe the numerical methods and algorithms used
to obtain the solution of a planar velocity vorticity based large eddy simulation. Large
full matrices of integral values required by BEM on one side and the LES dense grid
requirements forced us to develop a combined wavelet compressed BEM and FEM solution
algorithm. Section 4.2 describes wavelet compressed BEM for the boundary values from
the kinematics equation. Equations (4.1) - (4.16) describe the BEM derivation, while
equation (4.17) - (4.19) introduce the wavelet transform. The final discrete form of the
kinematics equation, which will be used to calculate the boundary vorticity values, is
given by equation (4.19).

Using the new boundary values, the kinematics equation is solved again for domain
velocities. It is a Poisson type equation with Dirichlet boundary conditions. Since we
have more equations of this type (pressure, stream function) we have written a FEM
based solution for an arbitrary function in the Appendix A12, page 132.

Both transport equations (vorticity - section 4.4 and temperature - section 4.5) are of a
diffusion advection type with space and time dependent diffusivity. Boundary conditions
are Dirichlet, prescribed by the user or known from the BEM solution of the kinematics
equation. General FEM solution of a scalar diffusion advection equation with Dirichlet
boundary conditions is given in Appendix A13, page 137.

Boundary pressure values are calculated by BEM. Derivation of the discrete form of
equations is given in section 4.6. With the boundary pressure known, the domain pressure
values are governed by a Poisson type equation with Dirichlet boundary conditions, which
we solve by FEM.

The stream function equation (4.38) is also a Poisson type equation. Boundary values
are obtained by integrating the velocity field along the boundary (4.42). FEM is used to
obtain the solution. Calculation of pressure and stream function values is done outside
the nonlinear iteration loop, if required.
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Section 4.9 describes the solution algorithms. The matrix of integrals, which we com-
press by wavelets, can be calculated prior to the nonlinear iterative process, since it de-
pends on the mesh and boundary conditions only. We have written a parallel code, which
calculates the required integrals, sets up the matrix and performs the wavelet transform.
Small elements of the transformed matrix are neglected and the resulting sparse matrix
is written into a compressed row storage format. Communication between processors
is necessary in order for each processor to be able to transform its rows and columns.
Schematically, the parallel procedure is shown in Figure 4.1. Supposing 1Gb of RAM
per processor, the required number of processors as a function of the number of nodes
in the grid is given in Figure 4.2. With the compressed wavelet transformed matrix of
integrals stored on disk, the nonlinear solution algorithm may start. We have proposed
the serial as well as algebraically parallelized algorithms. The serial algorithm is descri-
bed in subsection 4.9.2. If we suppose that velocities and temperatures are known on the
boundary, the nonlinear loop starts by using wavelet compressed BEM to obtain boun-
dary vorticity values from the kinematics equations. Domain vorticity values from the
previous nonlinear iteration are used. With the boundary known, new domain velocities
are obtained by solving the kinematics equation again, by FEM. With the new domain
velocities, the temperature equation is solved for the new temperature field. Finally, with
the new velocity and temperature fields, the new approximation for the domain vorticity
field is obtained by solving the vorticity transport equation by FEM. The loop continues
until convergence is achieved.

The storage requirement of the serial algorithm can be decreased by using algebraic
parallelization. The BEM domain integrals matrix is divided among processors, thus
enabling higher mesh densities.

Chapter 5: Validation of the Numerical Scheme on Analytical Examples and
Laminar Flows

The development of numerical algorithms required several tests in order to ensure validity
of simulations. We have compared the accuracy of solving heat transfer in an inhomogene-
ous wall (equation (5.1)) between linear and quadratic interpolation functions. Analytical
solutions of the two examples considered are shown in Table 5.1. Table 5.2 shows com-
parison between calculated and analytical values. We established that using quadratic
interpolation results in a much better estimate for the function derivatives. We have re-
ached the same conclusion when simulating heat transfer with nonlinear diffusivity. The
examples considered are presented in Table 5.3. The results are shown in Table 5.4.

Entry flow is simulated in section 5.4. Constant as well as location dependent diffusi-
vity is considered. Analytical solutions for both cases are shown in Table 5.5. Figure 5.1
and Table 5.6 show good agreement with analytical results.

In section 5.5 we have solved a 1D time dependent diffusion equation (5.4). We
have considered three implicit time schemes: backward Euler (5.5), trapez (5.6), three
point second order scheme (5.7) and an explicit fourth order Runge Kutta scheme. The
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numerical example considered is the cooling of a rod. A triangle shape temperature
distribution (equation (5.10)) is used for initial state. Analytical solution of the problem
is given by (5.11). In Table 5.7 we compare temperature values using different time steps.
Resulting temperature profiles are shown in Figures 5.2 and 5.3. Three point second order
formula is clearly the best choice. Validity of programming was checked with the solution
of the oscillation equation (5.12) in section 5.6. Table 5.8 summarizes the domain extents,
boundary conditions and the analytical solutions. Very good comparison of the solution
can be seen in Tables 5.9 and 5.10. Analytical and calculated profiles are shown in Figure
5.4.

Couette flow between concentrical cylinders produces Taylor’s vortices. With such
boundary conditions a time dependent analytical solution of the Navier-Stokes equations
in 2D exists. Velocity boundary conditions are given by equations (5.15) and (5.16), while
the resulting vorticity and stream function fields are (5.17) and (5.18). The comparison
between analytical values and simulated values are given in Table 5.11. Reynolds number
Re = 872 was considered and vorticity and velocity was compared at t = 0.5 and ¢t = 1.
The flow fields are shown graphically in Figures 5.6 and 5.5.

Section 5.8 describes results of a simulation of flow over a circular cylinder. The
boundary conditions are shown in Figure 5.7. The coarsest mesh is shown in Figure
5.8. Since the three mesh densities were not very dense, wavelets were not used for this
test. The test proved the validity of BEM-FEM coupling algorithm and introduced the
convective outflow boundary conditions. Details of the implementation of this boundary
condition are shown in Appendix A6, page 118. The drag and lift coefficients (equation
(5.20)) were calculated using the formulae derived in equations (5.21) - (5.26). The
flow was simulated at Reynolds numbers Ra = 20,40,100. The flow field is steady at
Re = 20 and Re = 40. Vorticity isolines and streamlines are shown in Figure 5.9 for
Re = 20 and in Figure 5.10 for Re = 40. Comparison of the drag coefficient, recirculation
length and separation angle with other authors is given in Table 5.12. At Re = 100
the flow is unsteady and periodic. Comparison of the drag and lift coefficients as well
as the Strouhal number (equation (5.28)) is given in Table 5.13. Vorticity isolines and
streamlines are shown in Figure 5.11. Figure 5.12 shows the time dependence of the drag
and lift coefficients. For flow visualization we have devised a simple massless particle
tracking algorithm. The algorithm is described in detail in Appendix A7 on page 119.
Figure 5.13 shows the locations of massless particles in the flow field.

The parallel algorithm, used to compress the BEM matrix of integrals with wavelets,
zeroes-out the elements of the wavelet transformed matrix. This is done gradually. During
each zeroing-out sequence, the accuracy of matrix vector product is estimated, using
random vectors and comparing the results to the product with uncompressed matrix.
Section 5.9 describes this procedure. Equation (5.29) is used to estimate the relative
multiplication error. The grids tested are listed in Table 5.14. The sparse structure
of two of them is shown in Figure 5.15. Relative error versus the share of thresholded
elements is shown in graphs on Figure 5.14. We have used the 107° relative error limit to
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stop the zeroing process. This limit is equal to the tolerance of the solver of linear system
of equation, thus we believe using wavelet transform will not diminish the accuracy of
simulations. The last statement is proved in the next two sections.

The laminar driven cavity is one of the standard benchmark examples used to vali-
date numerical algorithms. We have used this example to test the influence of wavelet
compression on the accuracy of the resulting flow field. The boundary conditions and the
thresholding versus relative error curve are shown in Figure 5.16. We have tested five
compression ratios ranging from 0.76 to 0.9997. Details are listed in Table 5.15. Compa-
rison of velocity profiles for Re = 100, Re = 1000, Re = 3200, Re = 5000, Re = 7500,
Re = 10* are shown in Figures 5.17 through 5.22. Results for all Reynolds number va-
lues show virtually no difference between profiles calculated at relative errors 10~° and
107%, which confirms our hypothesis that compression up to relative error 10~ does not
influence the resulting flow field.

Section 5.11 describes simulation of flow over a backward facing step at Re = 800.
The boundary conditions are shown in Figure 5.23. Simulation was performed with com-
pression corresponding to the relative matrix vector multiplication error of 10=% to 10~7.
Characteristic quantities, such are recirculation lengths, are compared with other authors
in Tables 5.16 and 5.17. Vorticity isolines are shown in Figure 5.24, streamlines in Figure
5.25 and velocity profiles in Figure 5.26. Again, we can confirm, that compression up to
relative error 10~° does not effect the results.

Chapter 6: Results of Simulations

We have used the developed velocity vorticity LES numerical model to simulate natural
convection in a 1 : 4 enclosure. Salat et al. [106] compared the results of modelling tur-
bulent natural convection at high Rayleigh number between an experiment, 2D LES, 2D
DNS and 3D LES computations. They reported that only minor differences are observed
between the 2D and 3D results and concluded that a 2D calculation could be used as a
first approximation for general flow structure in cavities at Rayleigh number about 10%.
2D DNS was performed by Xin and Le Quéré [144] for an enclosure with aspect ratio 4
up to Rayleigh number based on the enclosure height 10'° using expansions in series of
Chebyshev polynomials. This benchmark solution was used to compare our results.

The boundary conditions and mesh (only every fourth node is shown) are sketched
in Figure 6.1. Details on the two meshes used are listed in Table 6.1. Simulations were
performed for Ra = 10% Ra = 107, Ra = 10%, Ra = 10° and Ra = 10'°. Table 6.2
summarizes the time steps used in simulations.

Steady state temperature field for Ra = 10° and averaged temperature fields without
subgrid model at Ra = 107 and LES with Piomelli damping for Ra = 108, Ra = 10°
and Ra = 10 are shown in Figure 6.2. While at Ra = 10° steady state is reached,
at Ra = 107 the boundary layer becomes unstable and vortices are formed along the
top of the hot wall and along the bottom part of the cold wall. Eddies are transported
by convection up the hot wall and down the cold wall thus mixing the top and bottom
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parts of the enclosure. In the central part the temperature field is stratified and the flow
virtually steady. The whole flow field is oscillatory and symmetric. At Ra = 10° the
eddies are formed more frequently. The formation takes place in the top half of the hot
wall and in the bottom half of the cold wall. The stratified central core becomes smaller,
but still exists. The flow field is no longer symmetric (although the initial Ra = 10° flow
field was), length scales of the structures in the flow are becoming smaller. At Ra = 10°
and Ra = 10'° the eddies are formed along the whole length of both vertical walls, most of
them being formed at mid height. The central core is now thoroughly mixed and one can
no longer speak of temperature stratification. The flow field includes eddies of various
scales and is non-repeating, irregular and chaotic. Temperature, velocity and vertical
velocity profiles are shown in Figure 6.3. Time sequences of temperature fields are shown
in Figures 6.4 through 6.7.

Heat transfer was estimated using the Nusselt number (equation (6.3)). The compari-
son with benchmark results is given in Table 6.3 and shows good agreement. Time traces
of Nusslet number are shown in graphs in Figure 6.8.

The transition from steady flow field at Ra = 10° to turbulent flow field at Ra = 10'°
was analysed with temperature time traces (Figure 6.9), temperature - vorticity phase
portraits (Figures 6.10 and 6.11) and spectra (Figure 6.12). Turbulence statistics were
calculated for Ra = 108, Ra = 10° (Figure 6.13) and Ra = 10" (Figure 6.14).

In section 6.2 we have simulated flow over a shallow cavity with heated bottom wall.
The boundary and initial conditions are shown in Figure 6.15. The simulation was per-
formed for Re = 5000, Re = 10* and Re = 2-10* at Ra = 3 - 10°. Temperature fields
along with the Nusselt number distribution along the bottom wall is shown in Figures
6.17, 6.18 and 6.20. At the highest Reynolds number considerable difference is observed
between simulations without the subgrid model (Figure 6.22) and simulation with the
subgrid model (Figures 6.21 and 6.23). Average heat transfer is presented in Table 6.6.
Time traces of average Nusselt number and average Nusselt number distribution along
the bottom wall are shown in Figures 6.17, 6.19, 6.20, 6.24 and 6.25.

Chapter 7: Conclusions

The velocity vorticity formulation of LES in combination with the wavelet transform
based boundary element method presented in this dissertation shows good potential for
solving turbulent fluid flow problems with the large eddy simulation approach. Solution
of boundary vorticity values with wavelet based BEM provides boundary conditions for
the transport equations, which we are solving by FEM. Using the wavelet transform with
the boundary element method enabled us to use meshes with ~ 2 - 10° nodes.

In order to be able to use the wavelet transform to compress matrices of integrals,
we have developed a discrete wavelet transform for vectors of arbitrary length. The
transform was developed for the Daubechie wavelet families. The best numerical stability
was achieved with wavelet with one vanishing moment, namely the Haar wavelets. The
developed transform was used for compression of large matrices, which were used to
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calculate the right hand side of a system of linear equations, resulting form the BEM
discretization of the kinematics equation.

The numerical method has been thoroughly tested on various analytical examples and
on high Reynolds number laminar flows. An algorithm was written, which determines the
optimal wavelet compression ratio. During testing we have been able to prove that using
wavelet compression does not influence the accuracy of flow simulations.

Unsteady natural convection in a 1:4 differentially heated enclosure was investigated,
using large eddy simulation for Rayleigh number between Ra = 107 - 10'°. The flow was
oscillatory at Ra = 107, while for higher Rayleigh number values it became increasingly
irregular, non-repeating and chaotic. The transition to turbulent flow was investigated
by studying time series plots, power spectra and vorticity - temperature phase diagrams
and by calculating turbulence statistics. Heat transfer was characterized with the average
Nusselt number, its time series and its relation to the Rayleigh number. The results of
damped LES simulations were found in excellent agreement with the benchmark DNS
results of Xin and Le Quéré [144].

The first task for future development of this work is the extension of the code to
three dimensions. In this dissertation, the velocity vorticity based large eddy simulation
was derived in vector form, thus all the necessary equations have already been derived.
Although the extension of the code into 3D seems straightforward, we have estimated that
the techniques presented in this dissertation would not enable high enough mesh density.

Further research into the discrete wavelet transform will be necessary. Using wavelets
with higher number of vanishing moments would increase the compression ratio and thus
decrease the storage requirements of the 3D algorithm.

Improving the efficiency of the parallel code would also help decreasing the demand
on storage and CPU time.

Finally, further research into BEM, especially for the solution of the boundary, is vital
for a successful transition into three dimensions.

Appendices

Appendices include in depth information on some aspects of the dissertation as well as
lengthier mathematical derivations. They include: Al introduction of filtering, A2 Gauss
and Green’s theorems, A3 some comments on normal and tangent, A4 interpolation func-
tions, A5 transformation of coordinate systems, A6 implementation of convective outflow
boundary condition, A7 massless particle tracking, A8 turbulent Reynolds number, A9
description and properties of the Haar wavelets, A10 derivation of fundamental solution
of the Laplace equation, A11 derivation of integral statement of a Poisson type equation
using BEM, A12 solution of a scalar Poisson type equation by FEM, A13 solution of a
scalar diffusion advection equation by FEM and A14 explanation of the compressed row
storage format.

A list of books, papers and other monographs, which were used to prepare this disser-
tation, is given on page 143.
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